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D ■ _ , 

X/^ \ Soient S un ensemble fini de nombre premiers, Q5 C Q l'extension algébrique 

maximale de Q non ramifiée hors de S (et l'infini) et G5 = Gal(Qs/Q). Un résultat 
bien connu de Minkowski affirme que si 5* = alors Gg = {!}. En revanche, si S 
est non vide, la structure de ces groupes G5 est très mal connue, et ce malgré leur 
^ , omniprésence en géométrie arithmétique. Par exemple, un résultat d'Hermite as- 

\ sure que G5 n'a qu'un nombre fini de sous-groupes fermés d'indice donné, mais on 

ne sait pour aucun S 7^ si G.s est topologiquement engendré par un nombre 
fini d'éléments ! Un autre problème du folklore consiste à déterminer les sous- 
groupes de décompositions de Gg. Malgré le peu d'indices dont nous disposons 
pour appréhender cette question, il semble communément espéré que ces groupes 
sont aussi gros que la restriction imposée sur la ramification le permet : les résultats 
CN ■ de cet article vont dans cette direction. 

Plus précisément, supposons S" 7^ et fixons p G S un nombre premier. La donnée 
ç>f-^ I d'un plongement Qs' — > Qp définit un morphisme continu 

en ; (0.1) Gal(Qp/Qp) Gs 

^ . dont la classe de conjugaison est indépendante du plongement choisi. Nous nous 

\ intéressons dans cet article à la question, soulevée notamment par R. Greenberg, 

■ de l'injectivité de ce morphisme, où ce qui revient au même à la densité de Qs dans 



Ce problème a été récemment reconsidéré dans |Chl, auquel nous renvoyons le 
lecteur pour une discussion plus complète. Par exemple, il est démontré loc. cit. que 
5^ \ (jO.ip est injective dès que S contient un nombre premier £ 7^ p tel que £ = 3 mod 4 

et que —l est un carré modulo -p. Après quelques réductions élémentaires, la preuve 
donnée loc. cit. consiste à démontrer l'existence de suffisament de représentations 
automorphes (sur certains groupes unitaires) ayant des composantes locales iner- 
tielles partout prescrites, et de leur appliquer les travaux de Harris-Taylor [HT] 
concernant les représentations galoisiennes associées (étendant des résultats anté- 
rieurs de Clozel et Kottwitz). Les corps de nombres obtenus sont alors ultimement 
extraits de l'action galoisienne sur la cohomologie ^-adique de certains quotients 
arithmétiques « explicites » des espaces symétriques attachés aux groupes unitaires 
réels U(n, 1)(M), et ce pour tous les n > 1. 

Notre objectif principal dans ce texte est de supprimer ces hypothèses parasites 
sur z.e. de démontrer le résultat suivant (Théorème 15. Ih . 

Théorème A : S'z 15*1 > 2, alors \0.1^ est injective. 

En particulier, pour tout entier m > 1, il existe un corps de nombres de degré 
multiple de m et non ramifié hors de S. 

1 



2 



G. CHENEVIER ET L. CLOZEL 



Ce résultat avait été conjecturé dans |Chj . et ramené à des propriétés encore 
largement conjecturales de certaines formes modulaires de Siegel. La méthode em- 
ployée ici est similaire, à ceci près que nous nous passons des groupes symplectiques 
et raisonons directement sur le groupe linéaire GL2n. En contrepartie, comme le 
verrons, les propriétés d'autodualité requises rendent les questions d'existence de 
représentations automorphes avec propriétés locales partout prescrites nettement 
plus subtiles et ardues. 

Plus précisément, fixons n > 1 arbitraire, choisissons un i £ S — {p} et fixons une 
composante de Bernstein Cp du groupe GL2n(Qp)- Nous voulons démontrer l'exis- 
tence d'une représentation automorphe cuspidale II de GL2n(A) ayant les propriétés 
suivante^! : 

(PI) n est autoduale, IIoo est algébrique régulière, et lie est essentiellement de 
carré intégrable, (de sorte que H rentre dans le cadre des travaux de Harris et 
Taylor) 

(P2) n est non ramifiée hors de {oo, i,p} et IIp est dans la composante Cp fixée. 

Le choix de la représentation de carré intégrable Hi n'a pas d'importance pour 
notre application, et il nous sera en fait commode d'imposer que 

(P3) est la représentation de Steinberg. 

Bien sûr, la composante Cp ne peut être quelconque puisque Hp est nécessairement 
autoduale. Ce n'est en fait pas la seule obstruction, nous y reviendrons un peu 
plus loin. En ce qui concerne notre application au théorème plus haut, il nous 
suffira de considérer les composantes Cp(u;) induites, à partir du sous-groupe de 
Levi GL„(Qp) x GL„(Qp), d'une supercuspidale de la forme u; x ci>, oii de plus u! n'a 
aucun twist non ramifié isomorphe à sa contragrédiente cD ; mais nos résultats sont 
en fait de portée plus vaste. L'essentiel de nos efforts sera dirigé vers la preuve du 
résultat suivant (Théorème 13. 2p . 

Théorème B : Pour tout co comme ci-dessus et Cp = Cp{uj), il existe une re- 
présentation automorphe cuspidale n de GL2ri(A) satisfaisant les propriétés (PI), 
(P2) et (P3). 

Notre méthode pour construire la représentation II repose sur la formule des 
traces d'Arthur-Selberg pour le groupe GL2n tordu par l'automorphism^ 

La formule des traces est une identité de distributions /spec(') = Igeom{-) dont 
l'utilisation pour ce type de problèmes est bien connue : appliquée à des fonctions 
tests 

/ = Kfv 

ne traçant que dans les données spectrales qui nous intéressent (ou presque), il 
s'agit de montrer la non nullité de son côté géométrique /geom(/)- 

Hors de oo, ê, p, fy sera pour nous simplement la fonction caractéristique de 
GL2n{'^v)- En les places oo, i et p, les fonctions tests nécessaires seront des pseudo- 
coefficients ou des fonctions de Bernstein bien choisies dont nous devrons maîtriser 
les intégrales orbitales ^-tordues, et une partie du travail sera de les définir et 
d'établir certaines de leurs propriétés. Notons que bien que GL2n(IR) n'ait pas 
de série discrète dès que n > 1, il admet des séries ^-discrètes, et ce sont des 

-'^Dans cet article, A — Aq désignera les adèles de Q. 

o 

Pour des raisons techniques nous serons en fait amenés à considérer des variantes bénignes de 
cet automorphisme, nous négligeons cet aspect dans cette introduction. 
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représentations de ce type qui nous intéressent à l'infini (en revanche, les compo- 
santes Cp(a;) décrites plus haut ne sont pas essentiellement discrètes, ni même parmi 
les composantes autoduales). Pour ces fonctions tests, une version simplifiée de la 
formule des traces due à Arthur |A2| s'applique, dont le côté géométrique se réduit 
aux termes portés par les éléments 0-semisimples et Q-elliptiques. 

Compte tenu de la rigidité de notre problème, l'unique liberté dont nous dispo- 
sons est de faire varier /oo parmi les pseudocoefîicients de séries ^-discrètes cohomo- 
logiques. Ces représentations sont en fait naturellement paramétrées par le poids 
extrémal A d'une représentation irréductible Vx du groupe compact S02n+i(I^)- 
Nous démontrerons alors ultimement que lorsque A tend vers l'infini en s 'éloignant 
des murs, le côté géométrique de la formule des traces devient asymptotiquement 
équivalent à un terme unique que nous appelons le terme principal. Ce terme est (à 
un scalaire > près) l'intégrale orbitale tordue TO^p(/) de / en un certain élément 
0-semisimple Q-elliptique 

70 e GL2n(Q) 

dont le centralisateur tordu est le groupe symplectique Sp2„ sur Q. Ainsi, 
(0.2) Vc(/) = /geom(/) ~ T0^o(/) = C-dim(yx), 

A— »oo 

oii C est une constante explicite non nulle ne dépendant que de /°°, et foo = foo,x- 
Compte tenu de notre choix de f°°, le Théorème B est bien sûr conséquence de la 
formule ([02]) FI 

Pour démontrer ces résultats, nous devons surmonter un certain nombre de dif- 
ficultés dont le traitement est réparti de la manière suivante. Le premier chapitre 
contient des préliminaires sur les caractères des représentations des groupes com- 
pacts connexes ainsi qu'une illustration de notre méthode dans un contexte non 
tordu. Les chapitres 2, 3 et 4 sont consacrés au groupe GL2n tordu par l'automor- 
phisme et à la preuve du Théorème B. Enfin, dans un dernier et court chapitre 
5, nous montrons comment le Théorème B entraîne le Théorème A ; le lecteur peut 
commencer par celui-là en guise de motivation. Décrivons maintenant linéairement 
et plus en détail le contenu des chapitres 1 à 4. 

Une idée sous-jacente à la méthode exposée ci-dessus (formule (j0.2p ) est que 
la formule des traces se simplifie asymptotiquement « en faisant tendre le poids 
vers l'infini ». Cette idée se trouve déjà dans un argument de Serre [S2] dans le 
contexte du groupe GL2 non tordu. Dans le premier chapitre, nous l'étendons à son 
cadre général naturel. En guise d'application, nous établissons le résultat suivant 
(Théorème 11. 3p . Soit G un Q-groupe réductif connexe tel que G(M) admet des séries 
discrètes, et dont les composantes déployées sur M et Q de son centre coïncident. 

Théorème C : Soient ir est une représentation supercuspidale de G{Qp) et K 

un sous-groupe compact ouvert de G(Aj.°°'''^). Il existe une représentation auto- 

morphe cuspidale H de G telle que II^°°'P^ admet des K -invariants non nuls, Hp 
est isomorphe à une torsion non ramifiée de vr, et Hoc est dans la série discrète. 

La méthode employée est similaire à celle décrite plus haut à ceci près qu'elle 
utilise la formule des traces dans un cas non tordu, ce qui introduit un certain 
nombre de simplifications. Par exemple, les propriétés nécessaires des fonctions tests 
/oo sont déjà connues. Nous avons besoin toutefois de démontrer le résultat suivant 

"^En fait, une manière d'interpréter (|0.2p est de la voir comme une formule de type Riemann- 
Roch donnant asymptotiquement la dimension d'un certain espace de formes automorphes de poids 
variables et de niveau fixé (et engendrant des fl satisfaisant (PI), (P2) et (P3)). 
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sur les caractères des groupes de Lie compacts connexes (Proposition 11.9p . Soient 
H un tel groupe compact et T un tore maximal de H, notons V\ la représentation 
irréductible de H de poids extremal A G X*{T). Si ^ £ H est non central, alors 

trace(7, yA)/dim(VA) — > 

lorsque A tend vers l'infini dans une direction convenable de X* (T) M. 

Le Théorème C admet diverses variantes : nous pourrions par exemple deman- 
der de prescrire de plus les composantes de Bernstein c„ de 11^, en un ensemble 
fini fixé de places v différentes de {p,oo}, ce qui imposerait cependant en général 
quelques restrictions sur ces composantes c^^HNous n'irons pas dans cette direction, 
notamment car nous le ferons plus loin dans le cadre de GL2n tordu. Le résultat 
ci-dessus et ses variantes n'entraînent pas le Théorème B car GL2n n'a pas les 
propriétés requises pour n > 1. Cependant, nous pourrions l'appliquer au groupe 
orthogonal déployé G = S02„+i, de sorte que l'existence des représentations que 
nous recherchons découlerait en fait de la conjecture de transfert de S02„_|_i vers 
GL2n- Malheureusement, les cas actuellement connus de ce transfert nécessitent 
tous notamment une hypothèse de généricité de la représentation à transférer, et 
nous ne voyons pas comment assurer que nous construisons de telles représentations 
par la formule des traces. C'est pourquoi nous raisonnons par la suite directement 
sur le groupe GL2ra tordiJl par 9. 

Le chapitre 2 contient le travail nécessaire à la place archimédienne. On y définit 
et étudie en détail les propriétés des fonctions /oo dont nous avons besoin pour 
démontrer le Théorème B et dont nous avons déjà parlé plus haut. Si A est un 
poids extrémal d'une représentation irréductible Vx de S02n+i(I^)i il lui corres- 
pond d'après Langlands une unique représentation ^-discrète cohomologique tta de 
GL2n(K) (et réciproquement). D'après une version du théorème de Paley-Wiener 
due à Mezo [M], cette représentation admet un pseudocoefîicient /oo,a dont la trace 
sur GL2n(M)d isole ttx dans le spectre tempéré autodual de GL2n(lR)- Le résultat 
principal de ce chapitre est le suivant (Théorème I2.12p . 

Théorème D : Soit 7 G GL2n(IR) un élément 0-semisimple. Si 7 n'est pas 6- 
elliptique, alors TO-y(/oo,A) = 0. Sinon, pour un choix convenable de mesure positive 
invariante sur la classe de ^-conjugaison de 7, on a 

TO^(/oo,a) = e(7,A)trace(AA7,yA), 

ori e(7, A) est un signe ne dépendant que de 7 et A, et AA7 G S02n+i(lK) est la 
« norme » de 7. En particulier, ces intégrales orbitales sont stables. 

Pour l'étude de l'application norme dans ce contexte, nous renvoyons à un ar- 
ticle de Waldspurger |W1| . Les résultats de ce chapitre sont en fait plus complets. 
En utilisant des résultats de Bouaziz [Bou] . nous commençons par vérifier que le 
caractère tordu de tta sur les éléments elliptiques fortement é'-réguliers de GL2n(lR) 
coïncide avec le caractère de V\ via l'application norme (pour une normalisation 
convenable de l'opérateur d'entrelacement, cf. Théorème 12.6p . En particulier il est 
stable, ce qui est l'analogue d'un résultat de Waldspurger dans le cas p-adique |W2] . 

^Un problème est que nous ne savons pas en général montrer qu'une si représentation auto- 
morphe cuspidale H de G est telle que IIoo est essentiellement discrète de paramète sufRsament 
régulier, alors H est tempérée à toutes les places. 

''Une autre méthode aurait consisté à construire des H comme plus haut qui sont génériques en 
produisant directement des séries de Poincaré (cf. [Sh2l §5]). Cependant, il semble alors plus délicat 
de prescrire H en toutes les places (plutôt que toutes sauf une), et nous n'avons pas poursuivi cette 
voie. En contrepartie, nous n'utilisons pas les résultats difficiles de transfert suscités. 
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Ceci implique le Théorème D pour les intégrales orbitales tordues stables. Un argu- 
ment simple ramène la forme précise du théorème au cas ori tïx est à cohomologie 
non triviale pour le système de coefficients constant, cas où il a été démontré par 
Labess^ ^Lal| . 

Le chapitre 3 donne la preuve esquissée plus haut de la construction de la 
représentation H. Dans un paragraphe ^3.41 nous définissons et étudions la fonction 

dont nous avons besoin. C'est un pseudocoefficient tordu de la représentation de 
Steinberg de GL2n(Q£) dont il nous faut calculer les intégrales orbitales tordues. Il 
n'est pas plus long ici de de mener cette étude dans le cadre d'une groupe réductif 
connexe G général, et d'un automorphisme 9 d'ordre fini quelconque, et c'est le 
choix que nous adoptons. Nous imitons pour cela une méthode de Kottwitz [Kl] 
(voir aussi [BLSl §9])) consistant à réaliser géométriquement la fonction comme 
une fonction d'Euler-Poincaré pour l'automorphisme de G, et reposant ultime- 
ment sur les propriétés de l'immeuble de Bruhat-Tits de ^(Q^), des travaux de Serre 
sur les mesures d'Euler-Poincaré, et des résultats de Casselman et Borel-Wallach 
sur la cohomologie lisse de Gi^Qi). A l'aide des résultats des chapitres 1 et 2, nous 
démontrons la formule ()0.2p conditionnellement au résultat suivant (Théorème 13. 3p 
qui fera l'objet du chapitre 4, et qui permet de montrer la non-annluation (cruciale) 
de la constante G. 

Théorème E : Il existe une fonction lisse à support compact fp sur GL2n(Qp) 
dont les traces tordues sont nulles hors de la composante de Bernstein Cp{uj) et telle 
que 

TO^.,(/p)/0. 

Le rôle particulier joué par 70 résulte de ce que c'est l'unique classe de conjugaison 
Q-elliptique 0-semisimple de GL2n(Q) dont la norme est centrale {i.e. triviale) dans 
S02n+i- En particulier, cette classe coïncide avec sa classe de conjugaison stable. 
En la place i, nous démontrons aussi un résultat analogue au Théorème E pour la 
fonction d'Euler-Poincaré fi (Proposition 13.81) . 

Le chapitre 4 est voué à la preuve du Théorème E. Il s'agit du coeur technique de 
cet article. Avant d'en dire plus sur sa démonstration, il convient d'en discuter les 
tenants et les aboutissants. Oublions temporairement que Cp a la forme nécessaire 
à notre application et supposons que c'est une composante autoduale quelconque. 
Comme nous l'avions sous-entendu plus haut, il y a une obstruction à ce que l'on 
puisse construire II avec IIp appartenant à Cp. En effet, il est nécessaire que le L- 
paramètre de IIp soit symplectique. Cela peut se déduire simplement des théorèmes 
de Harris-Taylor et Taylor-Yoshida. De même, le formalisme du groupe de Lan- 
glands suggère qu'une obstruction à inclure un ensemble fini quelconque de super- 
cuspidales comme composantes locales d'une représentation automorphe cuspidale 
autoduale de GL2n(A) est qu'elles soient soit toutes symplectiques, soit toutes or- 
thogonales (ceci avait déjà été observé par Prasad et Ramakrishnan dans [PRl §3], 
auquel les résultats de cet article apportent certaines réponses). D'une manière ou 
d'une autre, ce type d'hypothèse devra donc apparaître dans notre construction de 
n. Du point de vue de notre méthode, cette obstruction se traduit exactement par 
la nullité ou non des intégrales orbitales tordues en l'élément 70 des fonctions de 
Bernstein tordues fp de Cp. Dans le cas 011 Cp est la composante d'une supercuspi- 
dale TT autoduale, ceci est en parfait accord avec un résultat de Shahidi [Sh2', Prop. 
5.1] : il montre que cette intégrale orbitale est non nulle pour un coefficient de vr 



'Labesse nous a assuré qu'une rédaction ultérieure préciserait cette démonstration. 
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bien choisi si et seulement si le L-paramètre de II est symplectiquq3- Ainsi, nous 
avons montré que l'analogue du Théorème B vaut si l'on prend pour Cp une telle 
composante avec tt symplectique. Le cas des composantes Cp{uj) nécessaires à notre 
application est étudié en détail dans ce chapitre et semble nouveau. Notons que les 
L-paramètres des représentations autoduales de Cp{u;) étant à la fois symplectiques 
et orthogonaux, nous nous attendons en fait à ce qu'il n'y ait pas d'obstruction 
dans ce cas. 

Bien que le théorème E soit de nature locale, notre démonstration utilise des 
arguments globaux. De façon naturelle d'après la théorie d'Arthur |A4| . l'alter- 
native symplectique/orthogonale pour les représentations est étroitement liée à la 
stabilisation de la formule des traces, la partie « stable » provenant de S0(2n + 1) 
étant donnée par les repésentations symplectiques. Pour certaines fonctions fp par- 
ticulières déterminées par Cp{uj) (les « pseudo-coefRcients positifs » ), nous voulons 
démontrer la non-annulation de TO-^^. Grâce à l'étude du caractère tordu des 
représentations de Cp{uj), on vérifie que les intégrales orbitales stables de fp ne 
sont pas identiquement nulles. Une version simplifiée et stabilisée de la formule des 
traces d'Arthur produit des H vérifiant les conditions précédentes mais présentant 
peut-être de la ramification parasite. Un argument nouveau de positivité §4.131 uti- 
lisant un lemme simple sur les caractères des groupes compacts (Prop. [3.15p . nous 
permet alors de montrer la non-nullitc du terme principcil de -^geom 

(/) et donc de 

TO-yg(/p). Il est pour ceci crucial de normaliser partout l'opérateur d'entrelacement, 
associé à l'automorphisme 6, de façon à fixer le vecteur de Whittaker. Les sorites 
nécessaires sont regroupés au paragraphe §4.71 

Cet argument de positivité semble nouveau et susceptible d'autres applications ; 
nous en esquissons quelques unes dans un dernier paragraphe §4.181 sur les pro- 
priétés locales-globales des représentations automorphes cuspidales autoduales de 
GL(2n). Nous montrons tout d'abord que les représentations automorphes étudiées 
par Clozel et Harris-Taylor sont toujours symplectiques (Théorème I4.20p : 

Théorème F : Soient F un corps totalement réel et tt une repésentation auto- 
morphe cuspidale de GL2ni^F)- On suppose que n est autoduale, essentiellement 
de carré intégrahle en au moins une place finie, et cohomologique à toutes les places 
archimédiennes. Alors pour toute place v de F, le L-paramètre de vr^ préserve une 
forme bilinéaire symplectique non dégénérée. 

En particulier, les représentations galoisiennes ^-adiques associées sont aussi sym- 
plectiques. En fait, nous donnons des caractérisations des composantes locales es- 
sentiellement discrètes des représentations automorphes ci-dessus (Théorème I4.22p , 
éclairant notamment certains aspects du spectre tempéré de GL(2n) tordu, sur un 
corps p-adique. Par exemple, nous obtenons le résultat suivant, précisant ceux de 
Shahidi discutés plus haut. Ici, K est une extension finie de Qp. 

Théorème G : Soit ir une représentation supercuspidale autoduale de GL2n(-^) 
dont le L-paramètre est orthogonal. Alors les intégrales orbitales stables des pseu- 
docoefficients tordus de vr sont toutes nulles. 

Nous terminons en énonçant une conjecture sur la distribution de Plancherel sur 
le spectre tempéré autodual de GL2rî,(-f^) : elle est concentrée sur la variété des 



'^Ainsi formulé, et ainsi qu'il l'est expliqué loc. cit., le résultat de Shahidi est conditio- 
nel au résultat suivant démontré ultérieurement par Henniart [Hë2] Thm. 1.3] : L(7^,A^s) = 
L(A^rec(7r), s) où rec(7r) : Wqj, — > GL2n(C) est le L-paramètre de tt. 
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représentations symplectiques et c'est une mesure sur cette dernière (Conjecture 
MM- 

Pour finir, notons qu'il est sans doute possible de raffiner notre méthode pour 
démontrer des versions plus fortes du Théorème B (par exemple : remplacer la 
composante Cp{u;) par une composante autoduale « symplectique » quelconque, 
demander que lii soit non ramifiée, etc.). Cependant, même en admettant ces 
résultats, ainsi que des généralisations convenables des travaux de Harris-Taylor, 
nous ne voyons pas comment améliorer le Théorème A [i.e. autoriser S = {p}, cf. 
[Chl §4.2]). 

Nos démonstrations reposent évidemment sur l'aride formule des traces tordue 
d'Arthur. De plus, comme on l'a dit, la forme précise des théorèmes est étroitement 
liée aux travaux annoncés par lui sur la fonctorialité entre groupes classiques et 
GL(n). Certains de nos résultats, sans aucun doute, feront partie de l'exposé final 
de sa théorie. 



1. Existence de représentations en niveau minimal : cas où la 

CARACTÉRISTIQUE D'EuLER-POINCARÉ EST NON NULLE 

1.1. Énoncé du résultat. Dans ce chapitre, et à titre de galop d'essai, nous 
démontrons le résultat naturel d'existence de représentations automorphes pour 
un groupe réductif G sur Q, vérifiant des conditions prescrites en deux places 
{oo,p}, lorsque le groupe adjoint a une mesure d'Euler-Poincaré non nulle au sens 
de Serre [Sl]. Soit donc G un groupe réductif connexe défini sur Q. Notons Z le 
centre de G, S le sous-tore maximal de Z déployé sur Q ( "composante déployée de 
Z"). 

Hypothèse 1.2. Les composantes déployées de Z sur Q M coïncident. 

On a ainsi une suite exacte 
(1.3) 1 — >S — >Z — >G — ^1 

de Q-groupes diagonalisables, la composante neutre de G étant anisotrope sur Q 
et M. On note 

A = 5(M)+ 

(on désigne par + les composantes neutres topologiques). 

On suppose enfin que la mesure d'Euler-Poincaré sur les quotients arithmétiques 
de G(M)/Z(M) - ou, ce qui revient au même, de G(M)/5'(M) - est non nulle ; ceci re- 
vient à dire que G'(M)/5(M) a une série discrète, ou qu'il admet une forme intérieure 
compacte. 

Fixons un nombre premier p. Soit D le plus grand tore déployé quotient de G 
sur Qp (noter que D dépend de p). Soit vTp une représentation supercuspidale de 
G(Qp). L'orbite inertielle de vTp est l'ensemble des représentations {TTp (g) x} où x 
parcourt les caractères non ramifiés de -D(Qp). 

On fixe une mesure (finie) G(A)-invariante sur AG(Q)\G(A) et on considère 
l'espace 

Ag = L\AG{<m\G{à:)) 
muni de la représentation naturelle de G{A). Une représentation cuspidale de G(A) 
sera, par définition, une représentation irréductible apparaissant dans le sous-espace 
des fonctions cuspidales (au sens usuel) de Ag- Si C G{A^j) est un sous-groupe 
compact ouvert, elle est de niveau K si son espace des iî'-invariants est non nul. 
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Théorème 1.3. Soit vTp une représentation cuspidale de G{Qp), et K C G(Aj). // 
existe une représentation cuspidale H = 0î,n^ de G(A), de niveau K, telle que 

(i) IIoo est une représentation de la série discrète de G(M)/j4, 

(ii) lip appartient à l'orbite inertielle de Hp. 

Remarque 1.4. La démonstration se simplifie quand G est semisimple. Nous 
n'avons pas voulu faire cette hypothèse car les groupes apparaissant dans les ap- 
plications naturelles des formes automorphes à l'arithmétique - cf. [HTj - sont 
rarement semisimples. Ces questions de passage d'un groupe à un groupe isogène 
(au centre près) recèlent des phénomènes non triviaux. 

1.5. Fonctions locales : cas réel. Nous décrivons des fonctions particulières sur 
G(M) et G(Qp) adaptées à notre problème. 

Considérons d'abord la place archimédienne. Puisque G{R)/A a une série discrète, 
G a une forme intérieure réelle G* anisotrope modulo le centre. On dira qu'une 
représentation de G(M) ou G* (M) est dans la série discrète si elle est unitaire et de 
carré intégrable modulo le centre. D'après Langlands et Shelstad [She] . il y a une bi- 
jection entre représentations unitaires irréductibles de G* (M) (dont on notera G* (M) 
l'ensemble) et L-paquets de séries discrètes de G(M). Pour 5 G G* (M), soit n((5) le 
L-paquet associé. Le caractère central u) de toute représentation vr € n(5) coïncide 
avec celui de 5. Nous nous intéressons aux représentations telles que uj\a = 1. 

Notons G le groupe G(R)/A. D'après Clozel-Delorme |CloD| et Labesse |La2] . 
il existe, pour tout vr G n((5), une fonction f^^ S G^{G) ~ d'ailleurs i^oo-finie pour 
un sous-groupe compact maximal K^o de G(M) - telle que 

(1.4) (trace vr,/^) = 1, 

la trace de /jr dans toute autre représentation tempérée irréductible de G étant 
nulle. Il en résulte que 

U{zg) = uj{zy^f^{g) 

si g £ G et z appartient au centre Z de G. La formule (jl.4p suppose choisie une 
mesure de Haar dg sur G. 

Soit h une fonction G°° à support compact sur A ; G(M) est isomorphe k A x G 
et les fonctions h® sont donc des fonctions sur G(M) ; si est un coefficient de 
5 (avec trace ô[f ^) ^ 0), 

h<®7s =■■ fs 

est une fonction sur G* (M). Les fonctions fs= f-^ fh G(M) et G*(R), 

sont associées au sens de Shelstad et de l'appendice de |CloD] . Il en résulte que 
l'on a les propriétés suivantes. Soit 7 G G(M) un élément semisimple, / C G son 
centralisateur ; pour / G C^(G(]R)) considérons 

0,(/) = / f{g-'ig)^ 

OÙ dg, di sont des mesures de Haar. Alors : 

Lemme 1.6. (i) Si 7 n'est pas M-elliptique, O'yifs) = 0. 
(ii) Si j est M-elliptique, associé à un élément 7* de G* (M), 

0^(/5) = e(7)0^.(/;) 

pour une normalisation convenable des mesures sur les centralisateurs /(M) et 
/*(M), et où 6(7) = ±1 ne dépend que de 7. 
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(iii) En particulier, pour j M.- elliptique, 

O^ifs) = ei^)hia)esir'') , 

où 7 = 07 selon l'isomorphisme choisi entre G(M) et A x G, et où 7* est 
l'image de 7* dans G* (M.) /A, 6s étant le caractère de la représentation ô. 



Preuve — La partie (i) est bien connue et résulte des propriétés des fonctions /tt- 
La partie (ii) est due à Shelstad [Shej . (Nous ne décrirons pas les normalisations 
des mesures, pour nous inessentielles). Le signe 6(7) est décrit par Shelstad. Si 7 
est central, 6(7) = 1. Enfin (iii) résulte simplement des relations d'orthogonalité de 
Schur sur G. □ 



Noter que quand ô varie, le support des fonctions /^r (et donc fs) peut être choisi 
contenu dans un compact fixe. Ceci résulte de [Clo D] , ou d'ailleurs de l'argument 
de Labesse |La2| . Nous devrons enfin contrôler la variation avec ô de ^5(7). Noter 
que l'on peut évidemment faire l'hypothèse suivante : 

Hypothèse 1.7. S ne contient aucun sous-tore 5" / 1 qui soit facteur direct 
dans G. 

Il en fait équivalent de demander qu'un sous-tore (automatiquement rationnel) 
S' C S soit facteur direct dans G sur M et sur Q. En effet, le cocentre G/G^er 
étant Q-isogène à Z, ses composantes déployées sur M et sur Q coïncident, de sorte 
que tout caractère réel G — > Gm est défini sur Q. Enfin, comme le centre et le 
cocentre de deux formes intérieures sont canoniquement isomorphes, l'hypothèse 
11.71 est encore équivalente à demander que G* n'ait aucun tore central déployé qui 
soit facteur direct sur M. 

Lemme 1.8. Sous Vhypothèse \l.T\ G*(M) est connexe, et G*(R)/A est donc com- 
pact connexe. 



Preuve — Il existe un sous-groupe algébrique H C G* défini sur M tel que H(M) 
soit un sous-groupe compact connexe maximal de G* (M). Les algèbres de Lie de S 
et de H sont alors en somme directe dans Lie(G*), de sorte que le M-morphisme 
naturel S x H — > G* est surjectif (sur les C-points), de noyau n := SCiH fini, i.e. 

(1.5) 1 — > fi — >iS xH) — >G* — ^ 1. 

En fait, la suite ci-dessus reste exacte après passage aux M-points, i.e. G* (M) = 
H{R) ■ S{R). En effet. G* /S est réductif connexe et par construction {G*/S){R) = 
G*(M)/5(M) est compact : ce dernier est donc aussi connexe. Cela conclut car H (M) 
est connexe et Lie(-ff(M)) Lie((G*/5')(M)) est un isomorphisme. 

Le tore S étant déployé, S{M.) = Ax {±l}dim(5) ^ ^ {±1}<1''^('5). L'exactitude 
de (|1.5p sur les M-points assure que 

G* (M) ~ A X {ilj'i''^^^)/^ X H{R). 

Mais si jj un sous-tore strict - necéssairement facteur 

direct sur M - contenant fi, de sorte que la suite exacte (|1.5p contredit l'hypothèse 
11.71 ce qui conclut. □ 
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Soit alors T un tore maximal de G = G*{^)/A. On peut paramétrer les repré- 
sentations ô par leur plus haut poids A € X = X*[T). Si 7 appartient au centre Z 
de G*, on a 

Notons ô{\) la représentation associée à A € X. Alors deg5(A) est donné par le 
polynôme de Weyl 

(a, \ + p) 



(a,p) 

les produits portant sur un ensemble de racines positives dont p est la demi-somme. 

La proposition qui suit sera appliquée à G* mais est vraie pour tout groupe 
de Lie compact connexe. Jusqu'à la fin du §1.51 G désignera un tel groupe, T un 
tore maximal de G et X le groupe des caractères de T. On fixe un ensemble de 
racines positives pour {G,T). Pour X £ X dominant, soit 9x le caractère de la 
représentation de plus haut poids A de G. 

Proposition 1.9. Soit 7 E G. Pour A dominant 

i 

La somme est finie; les Ei{'-f,X) sont des polynômes (dont les degrés dépendent 
de X) en les j^, à x parcourt une hase de X ; Ei{'y,X) est uniformément borné 
quand X varie. De plus, Pi{X) est un polynôme de degré strictement inférieur à 
celui de P{X) si 7 n'est pas central. 



Preuve — Si 7 est régulier ou central, la proposition n'est autre que la formule 
du caractère ou du degré de Weyl. Si le centralisateur de 7 est un sous-groupe de 
Levi, elle se déduit de la formule de Kostant. En général, nous imitons l'une des 
démonstrations de celle-ci. 

Soit Gdor le groupe dérivé de G. On vérifie aussitôt qu'il existe un revêtement 
connexe fini G de G dont le groupe dérivé est simplement connexe, et que la pro- 
position pour G résulte! du résultat pour G. On suppose donc Gder simplement 
connexe ; le centralisateur de tout élément 7 est alors connexe. 

Fixons 7 un tel élément, on peut supposer quitte à le conjuguer que 7 G T. 
Notons M le centralisateur de 7 dans G, soit R{G, T) et R{M, T) les ensembles 
de racines associés, R+ C R les racines positives, A C R+ les bases, pour G et 
M, p, pm les demi-sommes de racines associées. On suppose que R+{M,T) = 
R+{G,T) n R{M,T) ; quitte à prendre un nouveau revêtement on peut supposer 
que p et pM appartiennent à X. Soit W le groupe de Weyl de {G,T), Wm celui de 
(M,r). Soit 

= {w£W : w-^a € R+{G,T) Va € Ajv/} • 
Comme dans le cas parabolique : 

Lemme 1.10. Si w G W, w s'écrit de manière unique w = WgWu avec Wg G Wm 
et Wu G W^^. 



'Remarquer notamment que l'image inverse du centre de G est le centre de G. 
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Preuve — Soient en effet Cq, CJ^ les intérieurs des cliambres de Weyl positives, 
dans X M, relatives à G et M. Fixons H G Cq. Alors w appartient à 
si et seulement si 

{a,w{H))>{) («gAm), 

c'est-à-dire si w{H) G C^. 

Soit w Çi W : \\ existe alors Wg G Wm tel que wJ^w{H) G C^,j : donc wj^w G 
Ty*^, d'où la décomposition cherchée. Si w = WgWu = Wg^'^, Wu{H) et w'^{H) sont 
dans Ctr et WsCtj rencontre w'gCf^, donc Ws = w's- D 



Lemme 1.11. Si X € X est dominant pour G et Wu W^^ , Wu{X + p) — pm est 
dominant pour M . 



Preuve — Il faut en effet vérifier que 

{wu{X + p),a) ApM,a) 



> (a G Am) 



(a, a) {a, a) 

Le premier terme est entier, positif car w~^a G R^{G,T), strictement positif car 
A + p est régulier. Le second est égal à 1. □ 

Démontrons alors la proposition. Ecrivons d'abord, formellement (= dans le 
groupe de Grothendieck de T) : 



ou 



■wÇ_W 

D =Y^ eHe-^ 



£ étant le signe sur W. Alors 



OÙ l'on a écrit Wu{X + p) = + Pm d'après le Lemme fl.llt avec Au dominant pour 
M. Chacun des termes de la somme ci-dessus indexé par Wu est donc un numérateur 
de Weyl pour M. Par ailleurs, s'il on pose S{M) = R+{G,T)\R+{M,T), 

D =eP n (1-e"") 

a&R+{G,T) 

= DMeP-P^' n (1-e"")- 

aeS(M) 



Ainsi 

N 
D 



n (l-e-")-M5]eK)0MAj 
eS(M) \wu / 



a£S{M) 

OÙ 6m,\u 6st le caractère de M associé à A^. Cette expression donne la valeur de 9x 
pour un élément G-régulier t G T. Si t — > 7, les termes (1 — 1~") pour a ^ R{M, T) 
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restent non nuls; 9M,Xn ^ pour limite uJx^{'~f) Pm{^u), où uj\^{j) = ^'^■^(^+p) pm et 
Pm est le polynôme de Weyl pour M. Ainsi 



na65(M)(l-7-") 



w 



ce qui démontre la proposition. L'assertion sur le degré des Pi résulte des formules 
du degré de Weyl pour G et M et de ce que S{M) / si et seulement si 7 n'est 
pas central. □ 



Corollaire 1.12. Si j G n'est pas central, alors tends vers lorsque A G 



X*{T) (gi M tend vers l'infini en s 'éloignant des murs des chambres de Weyiu. 
Preuve — Dans les notations précédentes, nous avons explicitement 



Pm{\u) ^ naeiî+(G,T)(P^«) j -|-r (A + p a) 



-1 



□ 



1.13. Fonctions locales en p. 

L'ensemble des caractères non ramifiés x de -D(Qp) forme un tore complexe ; soit 
Ppix) une fonction polynomiale sur celui-ci et qui de plus est invariante par le 
sous-groupe (fini) des x tels que vTp x — '^p- Par la théorie de Bernstein, on sait 
alors qu'il existe une fonction fp sur G{Qp) ne traçant de manière non nulle que 
dans l'orbite inertielle de iTp, et telle que 

(1.6) (trace(7rp O x), fp) = Fpix)- 

La formule de Plancherel montre que /p(l) = 1 pour un choix convenable de Fp. 

Soit par ailleurs S{Qp) C G(Qp) (gTI]) et soit e un élément de {±1}<^™^, plongé 
dans S{Qp). Puisque x(^) = 1> la formule de Plancherel implique que 

fp{e) = ujp{e)-^ 

où LOp est le caractère central de vTp. 

1.14. Démonstration du Théorème 11.31 Notons R la représentation de G(A) 
dans la partie cuspidale de Ag- Soit / la fonction sur G (A) donnée par 

f = foo®fp® r^'^ 

où /oo = fs et fp viennent d'être définies, et est la fonction caractéristique de 
K. Puisque fp est cuspidale, et que les intégrales orbitales de /oo en les éléments 
non elliptiques s'annulent, la formule des traces simplifiée de Deligne et Kazhdan 
(cf. Henniart |Hel| ) s'applique : 

trace iî(/) = ^vh) OMoo) 0^{fp) O^if^n 

7 

où 7 parcourt les classes de conjugaison elliptiques de G{Q) - en fait M-elliptiques 
vu les propriétés de /oo - et ^(7) > est un volume. Puisque les supports de nos 
fonctions sont contenus dans un compact fixe, cette somme est finie, uniformément 



Nous entendons par là que pour tout a G R^{G,T), (A, a) tend vers l'infini. 
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quand f^o varie (on pourrait aussi, bien sîir, déduire (1.10) des résultats d'Ar- 
thur [ITF]). 

Pour = /<5 et 7 central, 0^{foo) = foo{l) est essentiellement égale au po- 
lynôme de Weyl en le paramètre A de 6. Considérons une suite de A G X*{T) 
tendant vers l'infini dans une direction régulière. Si 7 n'est pas central, Oy{fs) est 
négligeable par rapport à P(A) d'après le Lemme 11. 61 et le Corollaire 11.121 On en 
déduit que 

(1.7) P(A)-i trace «(/) = v ^ h{aP^Hï)fp{l)r''^ il) + o{l) , 

7eZ(Q) 

011 l'on a utilisé les notations du Lemme 11. 61 : 7 = œy, a £ A, j £ G{M)/A. La 
fonction h G C^(^) est pour l'instant arbitraire. 

Utilisons la suite exacte (|1.3p . qui reste exacte après passage aux points ration- 
nels. Si F est la fonction de 7 figurant dans la somme (11.7p . on considère donc 

(1-8) Yl E ^(«^)' 

ceC{Q) sçS(Q) 

où l'on a choisi un représentant 7 G .^(Q) de c. Ecrivons s = s^e, où e £ £ := 
{il}dim(5) ^ 5(Q) s+ G S{Q) n ^. Si 7 = «7, 

/oo(s7) = Ks^<^)^x^{'^) ■ 

La somme étant finie, on peut supposer que les seuls termes présents vérifient 
s~^a = 1 en prenant le support de h suffisament proche de 1 ; quitte à changer le 
représentant 7 on peut donc supposer a = 1 et donc s+ = 1 pour tous les termes 
de (ll.Sp . qui s'écrit alors 

(1-9) E E^a"'(£7)/p(^7)F'°°(^7). 

ceC((Q) 

Si c = 1, le terme correspondant est 

e 

Puisque fp{e) = LOp^{e), il est égal à 

£ 

si (jJx\e = ^p^ls- Fixons Aq vérifiant cette condition. Soit X = Xq + n, avec fi £ X 
trivial sur £ C G* . Soit Z le centre de G* , donc Z = Z(M)/A. La suite exacte 

1 — > S{R) — > Z(R) — > C{R) — > 1 

implique que Z/£ = C(R). Pour de tels A, (11. 9p se réécrit 

(1.10) Yl 

ceC(Q) 

011 l'on a identifié dans l'écriture /x(c) l'élément c G C(Q) à l'image de 7 G .Z' dans 
C(M). De plus a(l) 7^ et a(c) est à support finie. Puisque, tout en faisant tendre 
A vers l'infini dans les directions semisimples de G , on peut prendre pour n\c{R) 
des caractères arbitraires, la théorie de Fourier sur ce tore compact implique que 
(jl.lOp prend des valeurs non nulles. 
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D'après (|1.7p . on en déduit que pour A assez grand et soumis aux conditions 
spécifiées ci-dessus, 

P{Xy^ trace / 0. 

Mais 

trace = ^ trace noo(/oo) trace np(/p) dim(^P'°°)^P'°° , 

n cuspidale 

avec trace noo(/oo) = (X4 ^(a)c^a) trace noo(/5), 011 IIoo est la restriction de Hoc 
à G. Si le paramètre A est assez régulier, toute représentation de G vérifiant 
trace noo(/5) 7^ appartient au L-paquet de séries discrètes 11(5) ([Y])- Ceci ter- 
mine la démonstration. 

Remarque 1.15. Comme on l'a indiqué, le recours à la formule des traces simplifiée 
n'est pas nécessaire. En particulier, on aurait pu considérer une représentation vr^ 
appartenant à la série discrète, pour laquelle on peut construire une fonction fp 
jouissant de propriété analogues. Mais il n'est pas vrai alors, en général, que la 
trace de fp n'est non-nulle que pour les représentations obtenues par torsion de vr^ 
(prendre G = GL2 , np = représentation de Steinberg) . Si les représentations vr^ Xp 
sont les seules représentations unitaires ayant cette propriété, la démonstration reste 
valide. 



2. Le cas DE GL(2n) : 
REPRÉSENTATIONS ET FONCTIONS À LA PLACE ARCHIMÉDIENNE 

Comme on l'a dit dans l'introduction le reste de l'article est consacré au groupe 
GL(2n) sur Q. Dans ce chapitre nous voulons imiter dans ce cas les résultats réels 
du ^1.5[ Puisque GL(2n,M), pour n > 1, n'a pas de série discrète, les méthodes 
du Ch. 1 ne s'appliquent pas. On doit donc considérer l'automorphisme extérieur 
(essentiellement : g ^ de GL(2n) ; tous les objets (représentations, intégrales 
orbitales, formule des traces. . .) seront les objets tordus pour cet automorphisme. 

2.1. Représentations 0— stables. Soit J la matrice antidiagonale 

l M 

G GL(2n). 

V 1 / 

On note G le groupe GL(2n) ; on le munit de l'automorphisme g ^ 0{g) = 
J^g~^J. Noter que 6 préserve le sous-groupe de Borel usuel de G ; il ne préserve 
pas un épinglage (cf. |KS| ) (on revient la-dessus au chapitre 4). 

Nous suivons Waldspurger |Wlj . ce qui nous permettra d'utiliser ses résultats 
sans changement. 

Soit vr une représentation (admissible) irréductible de G(M). Alors vr est 6- 
invariante (vr = vr^ 011 vr^ = vr o 0) si et seulement si vr est isomorphe à sa duale vr. 
Notons G = GL(2n, C) le groupe dual. La classification de Langlands associe à tt 
une représentation semisimple 

r(7r) : Wm ^G. 

D'après des faits bien connus, tt = vr si, et seulement si, r(7r) est isomorphe à r(7r). 



CORPS DE NOMBRES PEU RAMIFIÉS ET FORMES AUTOMORPHES AUTODUALES 15 



Soitpi, . . . ,Pn € Sip G on lui associe un caractère x de C^, noté d'après 

Langlands z ^ z'^{z)^'^. C'est un caractère unitaire. Soit r(x) la représentation de 
Wk induite de x '■ Langlands lui associe une représentation de la série discrète 
(unitaire) de GL(2,M), que l'on notera ô{p). Si p G ^ + xIrx est égal au signe. 
La formule bien connue 

detind(x) = (xlRx)ec/iR 
montre que le caractère central de ô{p) est trivial. 

Si r : Wk — > GL(2n, C) est la somme des r{xi) pour Xi associé api (dans ^ + 
la représentation vr associée est l'induite unitaire 

md^{6i (g) ■ ■ ■ ôn) {S^ = Ô{pi)) 

où P est le parabolique de type (2, ... ,2). Elle est tempérée. Puisque le caractère 
central de ô{p) est trivial, celle-ci est autoduale ; il en est de même de vr. 

La représentation tt est algébrique au sens de |Clo2] . |HTj . Supposons de plus les 
Pi distincts. Alors tt est cohomologique. Plus précisément, soit 

p(-jr) = {pi,p2, ...,Pn, -Pn, -P2, -Pl) 

OÙ l'on a supposé pi > p2 • • • > Pn > 0, et 

2n-l ^ 2n-3 ^ 1 „ i 1 „ i 2n-l' 



= {mi,m2, . . ■,m2n) ■ 
Alors m(7r) est le plus haut poids d'une représentation rationnelle V de GL(2n), et 

(cf. |Clo21 Lemme 3.14] ; noter que V est autoduale). 

Pour expliquer les calculs qui suivent, décrivons la factorisation de r = r(7r) 
donnée par la fonctorialité d'Arthur. Comme on l'a remarqué, chaque représentation 
r(x) est de déterminant trivial, donc 

r(x) : Wm^SL(2,C). 

Ainsi r{x) laisse invariante une forme symplectique sur ; on en déduit que 
dans une base convenable, 

r : Wm — > Sp(2n,C) C GL(2n,C) . 

Le groupe complexe H = Sp(2n, C) est le groupe dual du groupe spécial orthogonal 
déployé de type Bn, que l'on notera H = S0*(2n + 1) (sur M ou Q). Par conséquent 
r définit un paramètre de Langlands (réel) pour H. On vérifie aussitôt que r ne se 
factorise par aucun sous-groupe de Levi de H ; d'après Langlands r définit donc 
un L-paquet de séries discrètes de H{K), ou d'ailleurs de toute forme intérieure de 
celui-ci ; en particulier r définit une représentation de dimension finie tth de 

Hc(R) = S0(2n + 1,M) . 

Décrivons celle-ci. Le tore maximal Th de Hc s'identifie naturellement à (Ta)" 
où Ta est le tore réel anisotrope de dimension 1 ; la demi-somme des racines, pour 
un ordre convenable, est alors 

/2n-l 2n-3 1\ , 1 /l 

La représentation tth a pour plus haut poids mn = Ph — Ph S X*(Th), où 

PH = {pi,...,Pn); 
Ph est le paramètre du caractère infinitésimal de tth- 
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2.2. Application norme. Dans ce paragraphe nous décrivons rapidement suivant 
Waldspurger jWl[ §111.2] - auquel nous renvoyons le lecteur pour les détails - l'ap- 
plication (ou plutôt la correspondance), généralement appelée norme, entre classes 
de conjugaison tordue dans GL(2n, R) et classes de conjugaison dans S0*(2n+1, M). 

Notons G"'' le produit semi-direct de {1,^?} — Z/2Z par G, 9 opérant par x 
J^x'^J. On a G+ = GU^G = G JJ G. Si 5, /i G G on dit que g et h sont 9- 
conjugués si g = x~^hx^ pour un x G G ; il revient au même de dire que 9g, 9h sont 
conjugués par G C G^. Ces notions ont un sens pour les points à valeurs dans un 
corps quelconque. 

G"*" étant réductif (non connexe) il y a une notion naturelle d'élément semisimple 
dans G"*" ; g = 9g {g £ G) est semisimple si et seulement sig^ = {g^)g est semisimple. 
On dira que g est 0-semisimple. Si g est semisimple, son centralisateur ZQ{g) dans 
G est réductif. On dit que g est fortement régulier si c'est un toreS. Si g, h sont 
fortement réguliers, on dit qu'ils sont stablement conjugués s'il existe x E G(C) tel 
que xgx~^ = h. On fait des définitions analogues sur Q et sur un corps p-adique, 
cf. [Wlj . Par transport de structure on a donc défini des éléments "stablement 
0-conjugués" , "^-fortement réguliers" dans G (M). 

On sait définir de même des éléments fortement réguliers, ainsi que la conjugaison 
stable, dans H{R) (Kottwitz [K2] ). 

Soit g G G(M) un élément fortement ^-régulier, et soit A{g) l'ensemble des valeurs 
propres (complexes) de g^ ■ g : celles-ci sont distinctes. Alors il existe h G H(K) tel 
que l'ensemble des valeurs propres A{h) de h soit égal à —A{g) U {1}. On dit que h 
est une norme de g. 

Notation 2.3. h = M g. 

Proposition 2.4 (Waldspurger). La correspondance M définit une bijection entre 
classes de 9-conjugaison stable d'éléments fortement 9-réguliers (dans G) et classes 
de conjugaison stable d'éléments fortement réguliers (dans H). 

On dit qu'un élément (fortement 0-régulier) de G est elliptique si sa norme est 
une classe elliptique de H(R). On peut alors la considérer comme une classe de 
conjugaison dans i^c(lR), conjugaison et conjugaison stable étant identiques dans 
un groupe compact. 

2.5. Stabilité des caractères tordus Q-j^^g. Soit vr une représentation algébrique, 
régulière, tempérée et (donc) autoduale ( ^2.ip de G(M). Le choix d'un opérateur 
d'entrelacement involutif A : S)-,^ — > i^Tr {-^ = 1) entrelaçant vr en tt o permet 
d'étendre vr en une représentaton vr"'' de G'^(M). On note O^^g le caractère de Tr"*" 
sur G (M) : 

Q^A9) = ^n+{0g) (5GG(IR)). 

A priori, Ojr.e est une distribution en g, mais un théorème d'Harish-Chandra 
(cf. Bouaziz |Bouj ) montre que c'est une fonction analytique sur les éléments (for- 
tement) ^-réguliers. 

Théorème 2.6. Pour un choix convenable de A, on a pour tout g G G(M) de 
norme fortement régulière et elliptique : 



Cette définition diffère en apparence de celle de Waldspurger [Wll §I.f], mais sa classification 
des centralisateurs Zcig) ( Wf l fin du §1.3]) montre qu'elle est équivalente pour GL(2n). 
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En particulier, Qt^^q est invariant par conjugaison (tordue) stable sur les éléments 
de norme elliptique. 

Le théorème résulte du travail de Bouaziz [Bouj . qu'il nous suffit d'interpréter. 
Comme l'article de Bouaziz est écrit dans un langage très différent de la théorie 
usuelle des représentations admissibles (construction des représentations par la 
méthode de Duflo-Kirillov) nous serons succincts, renvoyant le lecteur à |Bou] pour 
les détails. 

Donnons un ensemble explicite de représentants pour les classes de conjugaison 
tordue d'éléments fortement réguliers. Dans Th^ — (Ta(R))", dont on représente 
les éléments par {wi, . . . ,Wn) : Wi £ C, \wi\ = 1, un élément est fortement régulier 

si Wi 7^ Wj, wf 7^ 1. Dans GL(2,M), soit J2 la matrice ^ ^ ^ ^ et considérons le 

sous-groupe 0(2, M) = J2SO(2,]R) U S0(2,M). Si 9 est notre automorphisme usuel 
pour GL(2), on a alors : 

g G S0(2,M) =^ {g')g = (725^2)5 = 1 

g = J2h, h G S0(2, M) =^ g^ g = . 

On en déduit que la norme est dans ce cas surjective de J2SO(2,]R) vers Th^ = 
Ta (M) ; si Ra est la rotation d'angle a, elle envoie J2Ra vers — e^*". 

Dans GL(2n,R), on considère le tore Tq — ra(M)"' donné par les rotations 
d'angle (ai, . . . a„) dans la base B = (ei, e2„ ; 62, e2n-i ; • ■ • ; Cn, e„+i). Si {a = 
(ai, . . . , Un)) est une telle rotation, on a alors 

N{JRa) = (-e2^°S-e2*"2,...,-e2^"") 

vu comme élément de Th^- 

A la représentation tt, la méthode des orbites associe une forme linéaire / G S* 
où g = Lie (G/M) = M2ra(M). Elle est définie ainsi. Soit f) la sous-algèbre de Cartan 
de g isomorphe à C", obtenue à l'aide d'un plongement d'algèbres C C M2(M) et 
de la base B ci-dessus. Alors / : f) — > M est définie par 

(zi, . . . ^ ^^Pi{zi - Zi)/y/^ = ^2pilm(zj) {zi G C), 

i i 

c'est donc (au facteur près) la différentielle de la représentation induisant vr. 
On étend /, de façon naturelle, en une forme linéaire sur g par dualité de Killing. 
Le stabilisateur G(/) est alors TcJJ^JTc, Te = (C^)" étant le tore exponentielle 
de f). 

La forme bilinéaire alternée Bf{X,Y) = f{[X,Y]) sur g est non-dégénérée sur 
g/g(/), 011 g(/) = LieG(/). Soit M le revêtement métaplectique de Sp(g/g(/)). On 
obtient alors une extension centrale 

l^{l,e}^G(/)^G(/)^l 

( [Bout p. 47] ; Bouaziz note différemment G(/)). L'application de chacun des fac- 
teurs = {w : \w\ = 1} C de Te dans Sp(g/g(/)) est quadratique (i.e. , passe 
au quotient par (C^)/ it 1. On en déduit que ce revêtement est scindé au-dessus 
de Te, puis au-dessus de Te ]J ^ • J • Te. Il existe donc un caractère unitaire r de 
G(/) tel que 

T(e) = -1 

t{z)=x{z) (zeTc) 
011 X est le produit des Xi = 2^*(^)~^'- 
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Soit S = S {ai, ...,a„) G G, s = 9 ■ JRa, Ra étant la matrice de rotation ci- 
dessus. Soit W le groupe de Weyl de (G, Te) : il s'identifie à x {±1}" := Wh- 
Par ailleurs la donnée de r définit une extension tt"'" de vr à G"*". Alors, d'après [Bout 
Prop. 6.1.2], 

(2.1) G..(^Jiî„) = Q.,e{JRa) = E '^"^ n/f '^'^ • 

^-^ Dis) 

La valeur de pt(s) et de D{s) dépend du choix d'un sous-espace lagrangien [ C 
g (gi C (pour Bj) stable par s ; soit g = g* © q la décomposition de g selon les espaces 
propres de s. Alors 

Z?(s) = det(l-s)|nq. 

Il est clair que D{s) est invariant par conjugaison stable (pour des choix compa- 
tibles de [). Par transport de structure on le calcule sur un élément de GL(2n,C) 
de la forme Qx oii 



V 



X 



On prend [ égale au radical unipotent de l'algèbre de Borel standard de M2n(C) : 
on calcule les valeurs propres sur [ de l'endomorphisme 



X 



-J Ad{x) *XJ . 



Un calcul simple donne alors 

n 

D{x) = \{{l + x^,)^{l-xyx])\{{l 



i=l 



i<j 



i<j 



qui n'est autre que le dénominateur de Weyl J3(l — e") (le produit portant sur les 
racines positives de H) évalué en {—xf) = Mx. Le terme p\{s)~^ le transforme en 
]^(e-"/2 _ 6^/2) ._ jj^ pg^j. ailleurs 

t{s) = T{ej)T{R^) = t(0J) J]e2v^°'P' = exH{N{JRa)) 

on XH est le caractère de Th paramétré par {pi, ■ ■ -Pn) et M {JRa) = (— e^^'^"') 
(noter que p paramètre le caractère infinitésimal de tth, donc p = m + oii m 
est le plus haut poids. L'indétermination due au fait que p n'est pas un caractère 
disparaît puisqu'on évalue en des carrés). Enfin, on vérifie que e{w) coïncide, au 
signe près, avec le déterminant sur Wh (voir [Boul (5.5.1) et p. 46]). L'expression 
(|2.ip donne alors 



67r,e(x) = 



e{w)N{xY^H 
D{M{x)) 

d'oii, d'après la formule de Weyl, le Théorème 2.2. 



±1 
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2.7. Pseudocoefflcients et intégrales orbitales tordues. La représentation vr 
de G(R) reste fixée (pour simplifier on note simplement G le groupe G (M)). On 
vérifie aisément que vr est ^-discrète, i.e. , isolée parmi les représentatons tempérées, 
^-invariantes de G. D'après le théorème de Paley- Wiener de Mezo [M], il existe une 
fonction € C^(G), i^oo-finie (pour un sous-groupe compact maximal Koo de 
G (M)) telle que 

(2.2) trace(^(/,)A) = 1 
et 

(2.3) iv&ce{p{U)Ap) = 0. 

pour toute représentation tempérée, irréductible, ^-invariante de G ; on note A 
l'opérateur d'entrelacement entre vr et vr o 0, normalisé par le Théorème 12.61 st Ap 
un opérateur d'entrelacement (non nul) entre p et po 6. 

Soit 7 G G un élément 0-semisimple. Son centralisateur tordu /, égal par définition 
à la composante neutre de /' = {g G G : g~^jg^ = 7} est alors réductif. On 
considère l'intégrale orbitale tordue (pour des mesures de Haar dg et di arbitraires) 

dg 



T0^(/) = / f{g-'-fg 
Jl\G 



i\G di 

pour / G C^(G). Si 7 est fortement régulier, 1 = 1' est un tore. 

Soit P = MN C G un parabolique ^-stable et soit 7 G M un élément fortement 
0-régulier. Alors 7 a la même propriété relativement à M, et son centralisateur 
tordu est un tore de M. Si / G C^{G) soit f{x) = /^^ f{k-^xk^)dk (pour la 
mesure de Haar normalisée). Alors 



T0,(/) = / /(n-^m-Sm^n^)^ 



I\MN 



di 



Si /i G C^iP) et m G M, 



h(n ^mn^m ^)dn = D(m) ^ / h{n)dn 
N Jn 

où D{m) = I det(l — Ad{m) o 8)\„ et n = Lie(A^) ; D{m) est non nul si m est 
^-régulier. Ainsi 

(2.4) T0,(/) = D{j)-' [ f''\m-\m')^ = D{^)-'T0^ (f^) 

Jl\M 

oii l'intégrale orbitale tordue est prise dans M et f^^^ est définie selon Harish- 
Chandra par 

f^^\m) = j f{nm)dn. 



JN 

Lemme 2.8. Soit 7 un élément fortement 6-régulier non- elliptique de G. Alors 7 
est 9-conjugué à un élément (fortement 6~régulier) de la composante de Levi M 
d'un parabolique 6 -stable propre de G. 

Preuve — Soit en effet ô = 7^7. C'est un élément régulier de GL(2n,]R) dont 
l'ensemble des valeurs propres (distinctes et complexes) est auto-dual et dont au 
moins une valeur propre A G C* n'est pas de module 1. Posons z = 1 ou 2 selon que A 
est réel ou non et considérons le parabolique supérieur standard de type (i, 2n— 2i, i) 
de G ; il est ^-stable. A conjugaison près sur ô (et donc à 0-conjugaison près sur 
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7), on peut supposer que ô est un élément du sous-groupe de Levi standard M de 
ce parabolique : 

ô = { * 

V A- 

(si i = 2 on choisit un plongement de C dans M2(M)). Comme 5^7 = 7(5 et (5 est 
régulier, cela impose que 7 S M. □ 

Lemme 2.9. Si 7 est fortement 9-régulier et non-elliptique, 

TO^(A) = 0. 



Preuve — D'après (j2.4p cette intégrale orbitale se calcule dans M, où P = MN 
est un parabolique propre, é'-stable et 7 S M. D'après |KRj - et grâce au théorème 
de Paley- Wiener de Mezo déjà cité - une fonction h sur M a des intégrales orbitales 
tordues nulles si trace (vr^y/f = pour toute représentation 0-stable tempérée 

ttm de M, A ^ étant un opérateur entrelaçant ttm et ttm ° 0. Pour h = f , 
un lemme bien connu d'Harish-Chandra (qui s'étend formellement au cas tordu) 
donne 

trace {7rMih)A) = trace {TrG{f)AG) 
où TTC est induite de ttm et Aq est l'opérateur d'entrelacement induit. Mais l'ex- 
pression de droite s'annule d'après (12.3p . □ 



Soit 7 G G un élément 0-semisimple. On dit que 7 est 0-elliptique si la compo- 
sante déployée du centre de son centralisateur tordu est réduite à l'élément neutre. 
L'élément ô = 7^7 de GL(2n,M) est conjugué à un élément diagonal de GL(2n,C) 
de la forme (xi, . . . , x„, x~^, . . . , x^^). Il définit donc une classe de conjugaison AA7 
dans S0(2n -|- 1,C), par son spectre 

A(AA7) = {-xi,...,-a;r'}U{l}. 

On vérifie que AA7 (qui est toujours conjugué à un élément de S0*(2n -|- 1,M)) est 
conjugué à un élément, unique à conjugaison près de S0(2n + 1,M) si, et seulement 
si, 7 est 0-elliptiquecj 

Lemme 2.10. S'i 7 G G est O-semisimple mais non 9-eUiptique, T0^(/7r) = 0. 

Preuve — Soit en effet / le centralisateur tordu de 7. Une fonction / G C^(G) 
étant donnée, on peut trouver une fonction h G C^{I) telle que, pour x £ I, voisin 
de 1, 

T0,^(/) = Oiih) 

le membre de droite étant une intégrale orbitale ordinaire dans / (voir la preuve 
de la Proposition 13. 101 pour l'argument). Si xj est fortement régulier, x est régulier 
dans / ; pour x assez proche de 1, les composantes neutres du centralisateur de x et 
du centralisateur tordu de X7 coïncident ( |LaH Cor. 3.1.5]). Puisque la composante 
déployée du centre de / est non-triviale, les intégrales orbitales 0^(/i) sont donc 



-'^-'^Posons S = 7*7. La conjugaison par 9^ induit une involution sur (un sous-groupe de Levi 
de GL2„) dont le sous-groupe des points fixes est le centralisateur tordu G-,, de 7. La structure des 
anti-involutions des algèbres semisimples complexes montre que le centre Z de G7 coïncide avec le 
sous-groupe des ^7- invariants du centre Z' de G^. Or Z' = GmD où D désigne l'adhérence Zariski 
du sous-groupe engendré par 5 (central, fixé par e-y). Ainsi Z = Z'"''^ = G^D = {±1}D, ce qui 
conclut. 
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nulles (au voisinage de 1) en les éléments réguliers et donc = T0^(/) (pour 
des normalisations convenables des mesures) s'annule. □ 

Si 7 G G est 0~semisimple, l'intégrale orbitale tordue stable de / associée à 7 est 
définie par Labesse [Lalj §2.7]. On la note 

STO^(/) . 

2.11. Intégrales orbitales tordues en les éléments elliptiques. Nous pouvons 
maintenant démontrer le résultat principal de ce chapitre. 

Théorème 2.12. Soit 7 un élément 6-semisimple de G(M). 

(i) Si 7 n'est pas 9-eUiptique, TO^^f-^) = ST0^(/7r) = 0. 

(ii) Soit 7 un élément 9 -elliptique, et I = Pour un choix convenable de 
mesures positives sur G et I^, 

T0^(A) = e(7)e,^(AA7), 
tth étant la représentation (de dimension finie) de S0(2n + 1,M) associée à tt, et 
6(7) = ±1 un signe indépendant de vr. En particulier, ces intégrales orbitales sont 
stables. 

Nous ne décrirons pas la normalisation des mesures, qui résulte de [Lall §A.l]. 
L'important est que, 7 étant fixé, celle-ci ne dépend pas de vr. 

La partie (i) a déjà été démontrée. Considérons d'abord le cas oii tto est l'unique 
représentation tempérée de G (M) ayant de la cohomologie à coefficients triviaux : 

c'est celle définie par p{-ïïq) = (^^^^ , ^^y^, • • • , ( ^2.ip . Dans ce cas Labesse 

[Lai] a donné une construction de /jro par voie cohomologique, qui permet d'en cal- 
culer les intégrales orbitales tordues [Lait Thm. A. 1.1], ce qui démontre le théorème 
dans ce cas, tïq^h étant la représentation trivial J^. Nul doute que l'on pourrait 
l'étendre au cas général : comme nous avons démontré des résultats plus puissants, 
nous donnons une démonstration différente. 

Pour vr donnée, soit (p, V) la représentation algébrique (0-stable) telle que la 
cohomologie de tt à coefficients dans V soit non nulle ; on définit de même {pn-, Vh)-, 
Ph s'identifiant dans ce cas à -ïïh- On peut réaliser V à l'aide du théorème de Borel- 
Weil, dans la cohomologie de G(C)/-B(C) à coefficients dans le fibré en droites Cm 
où m = m(7r). Noter que m est invariant par 9; on en déduit naturellement une 
représentation de G"'"(C). Pour g G G(C), ^-régulier, la trace {g x 9 \ V) se calcule 
à l'aide du théorème d'Atiyah-Bott ; un calcul simple montre que les points fixes 
sont paramétrés par le centralisateur de 9 dans W{G{C)) = &2m isomorphe à Wh- 
On obtient alors 

(2.5) trace {g x 9 \ V) = trace {Mg\VH). 

Soit alors Qp^g le caractère tordu de p (pour ce choix d'opérateur d'entrelacement), 
et soit 

Alors a les propriétés du Théorème 12.121 relativement à vr. Pour montrer que 
gj^ a les mêmes intégrales orbitales que /tt, il suffit de montrer que pour toute 
représentation tempérée 0-stable r (et opérateur d'entrelacement Aq associé) : 

(2.6) trace (r(/^)A5)) = trace {T{g^) Ag) 

-'^^Dans cet article notre I est remplacé par le « ^-centralisateur stable » , cf. |Lall p. 52]. La 
description des centralisateurs tordus par Waldspurger [Wll §1] montre qu'ils coïncident pour 
GL(2n) avec nos centralisateurs connexes. 
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(le fait que ceci implique l'égalité des intégrales orbitales tordues est le théorème 
de densité de Kottwitz-Rogawski [KR] ) . 

On dit que r est ^-discrète si elle n'est pas induite d'une représentation ^-stable 
d'un parabolique 0-stable. Dans ce cas le caractère tordu est à support dans les 
éléments non é'-elliptiques, donc (j2.6p est évidente puisque les intégrales orbitales 
tordues correspondantes sont nulles. Les représentations ^-discrètes sont, comme 
on le voit aisément, de la forme 

(2.7) T = lnd{ôu...,ôn), 

où ôi est une représentation de GL(2, M), de la série discrète associée à la représentation 
de Wr induite d'un caractère z ^ ^'''(z)"^* de Wc = C*, avec pi € ^Z, les pi étant 
distincts, ou bien de la forme 

(2.8) r = Ind(,5i,...,(5„_i,l,e), 

les 5i étant comme auparavant, et e étant le caractère d'ordre 2 de M*. 

Si les Pi appartiennent à ^ + Z (et donc r est cohomologique), on a d'une part 

trace ( r(/^) ) = 5 (r, vr) 

oîi ô est le symbole de Kronecker et est normalisée par Ag ; par ailleurs 

(2.9) trace (r(r7^)^^) = / erA9)Qp,e{9)M9)dg. 

Jg 

Mais les intégrales orbitales tordues de /o s'annulent pour g non 0-elliptique ; si g 
est ^-elliptique régulier (donc de centralisateur tordu U(l)'^ = T) et si la mesure 
sur T est normalisée, on trouve ( [Lal^ Thm. A. 1.1]) 

T03(/o) = 1 

(/o étant bien sûr le pseudocoefïicient associé à une mesure dg qui est celle définissant 
l'intégrale obitale). Donc (12. 9p s'écrit 

où A(7) est un dénominateur de Weyl (pour la formule d'intégration de Weyl rela- 
tive à la conjugaison tordue), qu'on vérifie être égal à un facteur 2"' près (le nombre 
de ô de norme 7) au dénominateur de Weyl pour S0(2n + 1). Le Théorème 12.61 et la 
relation (j2.5p impliquent alors que trace (t((7^) Aq)) = 6{t, tt), d'après les relations 
d'orthogonalité sur S0(2n + 1). 

Considérons enfin les autres représentations r de type (j2.7p ou (|2.8p . On a 

trace ( r((7^)^^ ) = trace ( /ç, r(x) (7,r(a^) ) dx 

= trace ( t{x) fo{x) trace {p{x)Ag) Ag^ dx 
= trace ( Jq fo{x) ( t{x) (g) p{x) ) Ag 1^ Ag) dx . 

Si r est du type indiqué et non cohomologique, son caractère infinitésimal A (la 
somme des pi et des — pj, avec p = pour les caractères l,e) n'appartient pas à 
{| + Z}^"'. On sait que les caractères infinitésimaux des sous-quotients de r®/? sont 
de la forme A + 011 /i est un poids (entier) de p. Il a donc la même propriété ; la 
trace de /o dans r p est donc nulle, ce qui termine la démonstration. □ 

Si T C G est le centralisateur tordu d'un élément 0-semisimple fortement régulier 
et si V[T, G, M) classifie la conjugaison stable (modulo conjugaison) pour les éléments 
de T, on a P(r, G,M) = //^(M, T) puisque G est cohomologiquement trivial. Avec 
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les notations de Labesse pill p. 122-123], H'^(R,T) = £{T,G,M.); si k est un 
élément du dual de £, on en déduit : 

Corollaire 2.13. Si k, ^ 1 

TOsM^) = E {^,d)TOds{U) = 0. 

d&V{T,G,R) 

Un argument de descente (ibid.) montre que le même résultat d'annulation 
s'étend à tous les éléments ô de norme elliptique. La fonction est donc stabi- 
lisante au sens de Labesse. 



3. ASYMPTOTIQUE DE LA FORMULE DES TRACES TORDUES DE GL(2n) 

Dans ce chapitre, nous démontrons le Théorème B énoncé dans l'introduction en 
admettant le Théorème E. 

3.1. Énoncé du théorème. Soient i et p deux nombres premiers distincts, n > 1 
un entier. On considère à nouveau le groupe algébrique G := GL2ra sur Q muni de 
son Q-automorphisme d'ordre 2 

eig) = J'g-\j-\ 

où J = J^^ G GL2n(Q) est la matrice antidiagonale définie au ^2.1[ On définit 
encore comme étant le Q-groupe produit semi-direct de Z/2Z = {6) par G 
défini par 9. 

À la place p, fixons une représentation irréductible supercuspidale ui de GL„(Qp) 
dont la contragrédiente tD n'est isomorphe à aucune tordue non ramifiée de lo. Soient 
P le parabolique triangulaire supérieur de G de type (n, n) et M = GL^ x GL„ 
son sous-groupe de Levi diagonal. Si x est un caractère non ramifié de GL„(Qp), 
on notera /(x) l'induite parabolique normalisée de P à G de la représentation 

(w®x) X {<^^X~'^) 

de M(Qp). Ces représentations seront étudiées en détail dans un paragraphe ulté- 
rieur ( ^4.ip . Disons simplement ici que les /(x) sont irréductibles et autoduales, de 
sorte qu'elles se prolongent (en fait de manière naturelle car les données ci-dessus 
sont é'-stables) à G+(Qp). 

L'objectif principal de ce chapitre est de démontrer le résultat suivant. 

Théorème 3.2. // existe une représentation automorphe cuspidale irréductible H 
de GL2n(A) ayant les propriétés suivantes : 

i; n ~ n, 

a) IIool • |(^"~-^)/^ est algébrique régulière, 

m) n est non ramifiée à toutes les places finies différentes de £ et p, 

iv) Hp ~ I{x) pour un certain x, 

v) Hg est la représentation de Steinberg. 

Afin d'utiliser la formule des traces d'Arthur, nous aurons besoin de certaines 
propriétés des intégrales orbitales tordues des pseudocoefficients nécessaires enoo, £ 
et p. Le travail archimédien a déjà été fait dans le chapitre précédent. Une première 
sous-section ^3.41 sera consacrée à l'étude des pseudocoefîicients 0-tordus de la 
représentation de Steinberg, ce qui fournira les renseignements nécessaires en i. 
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En ce qui concerne la place p, nous admettrons au ^3. 141 le résultat suivant dont la 
preuve fera l'objet du chapitre 4. 

Considérons l'élément 0-semisimple elliptique 



Théorème 3.3. // existe une fonction fp : G(Qp) — > C localement constante à 
support compact ayant les propriétés suivantes : 

(i) Si Tï est une représentation lisse irréductible autoduale de G{Qp) et si A : 
TT —> -ïï o 9 est un G{Qp) -isomorphisme, alors trace(^7r(/)) = si vr n'est pas 
de la forme I{x), 
(a) L'intégrale orbitale tordue 

TO^o(/p)= / fpi9-hoOig))f^ 

J I-,o{Qp)\G{Qp) 

est non nulle^ 

3.4. Fonctions d'Euler-Poincaré et représentation de Steinberg dans le 

cas tordu. Dans cette partie, nous rappelons ou établissons certaines propriétés 
des fonctions d'Euler-Poincaré associées à un automorptiisme d'un groupe réductif 
connexe. Les énoncés étant ici tout à fait généraux, nous nous plaçons dans tout ce 
^3.41 dans le cadre suivant. 



3.4.1. On fixe F un corps local non archimédien de caractéristique nulle, G un 
groupe réductif connexe sur F et un automorphisme F-rationnel de G disons 
d'ordre finQ h. On note le produit semi-direct de Z/hZ par G défini par 6, 
S le F-tore maximal central déployé de G et X*{S) = Hom(S', Gm) le groupe 
abélien libre des caractères rationnels de S. Le groupe quotient G^/G = {9) agit 
par conjugaison sur S ; on peut donc considérer le plus grand sous-tore de S fixé 
par 9 ainsi que son polynôme caractéristique réciproque 

P{z) :=det(l-z0|x.(5)) e^N- 

On définit de plus q{G) > comme étant le rang d'un F-tore déployé maximal du 
groupe G/ S. 

Nous noterons 1 la représentation triviale de G^{F) et St la représentation de 
Steinberg. Rappelions que cette dernière est définie comme suit. Soit B un para- 
bolique minimal de G défini sur F. Tous les tels étant G{F) conjugués il existe un 
élément 9b £ G{F)9 tel que 9b{B) = B. Notons Ib l'espace des fonctions com- 
plexes lisses sur B{F)\G{F) : c'est une représentation de G{F) par translations à 
droite qui se prolonge naturellement à G^{F). La représentation de Steinberg St 
de G'^{F) est alors l'unique quotient irréductible de Ib- Par exemple, St = 1 si G 
est un tore. De plus, St se factorise par G{F)/S{F) = {G/S){F) (via Hilbert 90) : 
c'est la représentation de Steinberg de G/ S, et elle est de carré intégrable si 5* = 1. 

Enfin, les F-tores déployés maximaux de B étant conjugués sous B{F), on peut 
supposer quitte à remplacer 9b par un élément de la forme b9B pour b £ B{F) 
que 9b stabilise un tel tore S' de B, auquel cas il préserve aussi le centralisateur 
de S' dans B qui est un sous-groupe de Levi de B. L' automorphisme 9b agit sur 



^"^fj, est ici une mesure G(Qp)-invariante non nulle quelconque sur (Qp)\G(Qp), Ijg ~ Sp2„ 
étant le centralisateur de 70. 

^■^En fait, l'hypothèse que 6 est d'ordre fini ne sera utilisée que dans le point (ii) de la Proposition 
13.81 pour laquelle nous devons supposer que est un groupe algébrique linéaire. 
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A'ï(G)(^X*(5"/5)) par un signe que l'on note e{9) (il découlera par exemple de la 
proposition suivante que ce signe ne dépend d'aucun choix). 

Exemple 3.5. Dans le cas qui nous intéresse F = Qi, G = GL2n et 9 est comme 
au ^3.11 On a S = Gm et 9 y agit par l'inversion, donc 5^ = 1 et P(l) = 2. De plus, 
9 préserve le sous-groupe de Borel triangulaire supérieur, son tore diagonal et agit 
sur ce dernier par {xi,X2, • • • , X2n) ^ (^2n > ' ' ' ' ^^ï^) donc e{9) = (—1)""^ (et 
q{G) = 2n- 1). 

3.5.1. Nombre de Lefschetz d'un automorphisme. Suivant Borel- Wallach \BW\ X.5]. 
notons Hl{G{F), —) les foncteurs dérivés du foncteur des G(F)-invariants de la 
catégorie des représentations complexes lisses de G (F) dans celle des espaces vec- 
toriels complexes. Il est démontré loc. cit. que si V est une représentation lisse 
admissible de G{F), alors les Hl{G{F),V) sont de dimension finie, nuls pour 
i > q{G) + dimi;'(5). Si V est de plus la restriction à G{F) d'une représentation 
de G~^{F), ces espaces sont munis d'une action naturelle de G^ {F) / G{F) = (9), ce 
qui définit le « nombre de Lefschetz » de 9 : 

LefG(^,F) = 5](-l)We(e,/7:(G(F),F)). 

Ces nombres ont été notamment étudiés par Borel-Labesse-Schwermer |BLS[ 
§90. La proposition suivante repose essentiellement sur des résultats de Casselman 
et Borel- Wallach. 

Proposition 3.6. Lef(0, •) est non identiquement nul si, et seulement si, = {1}, 
ou ce qui est équivalent si P{1) 7^ 0. Supposons donc que P{1) 7^ et fixons V une 
représentation irréductible unitaire de G^{F). 

(i) LefG(^,l) = P(1) eiLefG(0,St) = P(l)(-l)'?(^)e(e). 

(a) Si V est essentiellement tempérée, LefG'(^,^) 7^ si, et seulement si, V = 
St. 

(m) Si G/s est quasi-simple, LeÎG{9,V) ^ si, et seulement si, V = St ou 
V = 1. 

Preuve — Soit V une représentation complexe lisse de G{F). D'après Hitta [Hî], on 
dispose pour la paire S{F) C G{F) d'une suite spectrale de type Hochschild-Serre 

E^,''^ = H^,{G{F)/SiF),Hl{S{F),V)) ^ Hr'iGiF),V). 

Si V est la restriction à G{F) d'une représentation de G~^{F), cette suite spectrale 
est par construction naturellement munie d'une action de G^{F)/G{F) compatible 
à l'action rappelée plus haut sur son aboutissement. Si de plus S (F) agit triviale- 
ment sur V, El''* s'écrit alors Hi{S{F),l) ®c HÏ{G{F)/ S{F),V). Dans le cas où 
V est de surcroît admissible on obtient donc l'identité 

(3.1) LefG(^, V) = Lef5(0, l)LefG/5(^, V). 

Supposons maintenant que W est une représentation lisse irréductible de G{F) 
telle que Hl{G{F),W) 7^ pour un certain entier i > 0. D'après un résultat de 
Borel- Casselman, W est un constituant irréductible de Ib f fBWl X.2.4, X.4.3]). 
En particulier, W est de caractère central trivial et elle se factorise donc en une 
représentation de G{F)/S{F) = {G/S){F). Ainsi, d'après l'identité il suffit 

-'^^Notons que la Proposition 8.2 (2) de [BLS] est incorrecte : si S* 7^ 1 alors LefG(^, — ) est iden- 
tiquement nul, ce qu'ils démontrent d'ailleurs au passage au cours de la preuve de leur Proposition 
8.4. L'erreur se trouve dans l'appel à [BWI X.4.7], qui nécessite G simplement connexe. 
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de démontrer la proposition dans les cas S = {1} et G = 5 (et dans ce cas pour 
V = l). 

Supposons d'abord G = S. La valuation F* — > Z induit un isomorphisme 
canonique X*{S) ®z C ^ Romz{S{F)/S{Ff,C), où S{Ff est le sous-groupe 
compact maximal de S (F). Le calcul standard de la cohomologie des tores nous 
fournit alors des isomorphismes canoniques ( |BWl X.2.6]) 

(3.2) Hl{S{F),l)^A\X*{S)^zC), i>0. 

d'où l'on tire Leîs{Ô, 1) = P(l). 

Supposons enfin S" = {1} (i.e. G{F) de centre compact) et fixons V comme dans 
l'énoncé. D'après Borel-Wallach [ËWl XI.3.8], si V est tempérée et si Hi{G{F), V) 7^ 
0, alors i = q, V = St. De plus, si Hi{G{F), 1)^0 alors i = 0. E nfin, si G est 
quasi-simple et si Hi{G{F),V) / 0, alors V = SiouV = 1 d'après [BWl XI.3.9]. 
Il ne reste donc qu'à vérifier que 6 agit sur par la multiplication 

par le signe e{9) défini au ^3.4. 1[ Comme les Hl{G{F), •) s'annulent si i > q{G), on 
dispose d'une surjection 

H!'^^\G(F),Ib) Hf''\G{F),St) 

et il suffit de voir que l'espace de gauche est de dimension 1 et de montrer que l'ac- 
tion de 0, ou ce qui est équivalent de 9b, Y agit par e{9). Par le lemme de Shapiro 
( |BW1 X.4.2]) appliqué à la représentation induite Ib, on dispose d'une identifica- 
tion 0B-équivariante Hf^\G{F), Ib) ^ Ht^\M{F),l) où M est le Levi de B 
centralisant S' . Comme M{F)/S'{F) = {M / S'){F) est compact, la suite spectrale 
de Horschild-Serre rappelée plus haut fournit pour tout î > un isomorphisme 
canonique S^-equivariant Hl{S'{F),l) —>■ Hl{M{F),l), et on conclut alors par 
l'identité 1^ apphqué kG = S'{F)eti = q{G). □ 



Remarque 3.7. Soient P un sous-groupe parabolique de G et M un sous-groupe 
de Levi de P qui sont tous deux définis sur F et normalisés par un élément 9m ^ 
G{F)9. Par le lemme de Shapiro lisse, pour toute représentation admissible W de 

M (F) X {9m), on a 

LeÎG{9,Inà$W) = LeÎM{9M,Wô]I'^) 

(l'induite de P{F) à G{F) étant lisse et normalisée). En particulier, ce nombre est 

1/2 

nul si W est unitaire et P / G, car les constituants irréductibles de Wôp sont de 
caractère central non trivial (et même non unitaire). 

3.7.1. Fonctions d'Euler-Poincaré d'un automorphisme. Fixons une mesure de Haar 
H sur G+(F). 

Proposition 3.8. Supposons P{1) 7^ 0. // existe une function Jep ■ G^{F) — > C 
localement constante et à support compact dans 9G{F) telle que pour toute repré- 
sentation admissible ('/r,y) de G^{F) on ait tTace{-K{fEp)) = LeÎGi9,V). Elle jouit 
de plus des propriétés suivantes : 

(i) La fonction f'^p := ^^^^^^py^/^p est un pseudo- coefficient de St .• si (vr, V) 
est irréductible et essentiellement tempérée, alors trace(7r(/^p)) = lsiV = 
St, sinon. 

(ii) Soient 7 € 9G{F) un élément semisimple, I-y la composante neutre du cen- 
tralisateur de 7 dans G ; on munit I^{F)\G{F) d'une mesure G (F) -invariante 



CORPS DE NOMBRES PEU RAMIFIÉS ET FORMES AUTOMORPHES AUTODUALES 27 



fj,. Alors l'intégrale orbitale « tordue » 

O-yifEp) ■■= / fEpig'^ig)!^ 

Jl-,{F)\G{F) 

est non nulle si et seulement si l'y (F) est de centre compact. 
Dans le cas où G/ S est quasi-simple, (i) admet la variante plus forte 

(i)' Si G/ S est quasi-simple et V ^ St, 1 est irréductible et unitaire, alors 
trace(7r(/^p)) = 0. 

Remarque 3.9. Ces fonctions /ep ont été introduites par Kottwitz dans \K1\ 
§2] sous le nom de fonctions d'Euler-Poincaré dans le cas où S et 6 sont triviaux, 
il y démontre la proposition dans ce cadre. Certaines de leurs propriétés ont été 
étendues par Borel-Labesse-Schwermer dans [BLSj dans la généralité adoptée ici 
(voir cependant les notes de bas de page qui suivent). Les arguments de cette 
section ne sont que des adaptations essentiellement triviales de ces résultats. Notons 
que l'existence d'une fonction /ep satisfaisant (i) pourrait se déduire du théorème 
de Paley- Wiener, mais la démonstration de Kottwitz a l'avantage de fournir une 
fonction Jep explicite en terme de l'immeuble de Bruhat-Tits de G et de fournir 
la propriété (ii) à peu de frais. 

Le reste de cette partie sera consacré à la preuve de la proposition. 

3.9.1. L'immeuble de Bruhat-Tits de G et définition de /ep- Soit B l'immeuble de 
Bruhat-Tits de G ([Ti]). On rappelle que c'est un complexe polysimplicial ( |BT[ 
§1.1]) muni d'une action cellulaire de G {F), et même de G~^{F). Pour fixer les 
idées, disons que nous considérons la normalisation canonique de sa partie torale 
au sens de Rousseau [Til §1.2]. Rappelons qu'un sommet de B est un polysimplexe 
de dimension et qu'une chambre de B est l'intérieur d'un polysimplexe de di- 
mension maximale, en l'occurence dim(5) -|- q{G). L'immeuble B est contractile et 
a la propriété que le stabilisateur dans G{F) de chaque partie compacte de B est 
un sous-groupe compact ouvert, de sorte que le complexe de ses chaînes polysim- 
pliciales orientées permet de calculer la cohomologie des représentations lisses de 
G{F) (Casselman-Wigner, Borel-Wallach |BWi X.2]) de la manière suivante. Rap- 
pelons qu'un polysimplexe est la donnée d'un couple (p, e) oii p est un polysimplexe 
de dimension > et e une orientation de p. Pour i > notons Vi^± l'ensemble 
des polysimplexes orientés de B de dimension i, il est muni d'une action naturelle 
de G~^{F). Si V est une représentation lisse de G{F) et i > 0, définissons Ci{V) 
comme étant l'espace des fonctions G(F)-équivariantes ip : Bi^± — > V telles que 
ip{{jp,—e)) = —(p{p,e) pour tout polysimplexe orienté {p,e) G Bi^± de dimension 
> 0. Les G := (Ci)i>o forment alors un complexe de cochaines dont la cohomo- 
logie est Hl{G{F),V). On suppose dorénavant que V est une représentation ad- 
missible de G^{F), G^{F)/G{F) agit alors naturellement sur G par la formule 

9{f){x) = e{f{e-\x))),^f €G,{v). 

D'après Bruhat-Tits, les chambres de B sont permutées transitivement par G{F), 
de sorte que l'action de G{F) sur les polysimplexes n'a qu'un ensemble fini S 
d'orbites. Si s est une telle orbite, on note dim(s) la dimension commune de ses 
polysimplexes, et on note Sj C S le sous-ensemble des orbites de dimension i. Il 
vient que l'on a une décomposition G(F)-équivariante Gi{V) = ©sgSiC'i(^)sj oii 
Gi{V)s est le sous-espace des fonctions à support dans l'orbite s. 

Si p est un polysimplexe, notons Gp (resp. Gp) le sous-groupe de G{F) (resp. 
G"*" (F)) laissant p globalement invariant : c'est un sous-groupe compact ouvert. On 
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dispose alors d'un caractère d'orientatiorF^ continu sigUp : — > {±1} et on note 
Vp le plus grand sous-espace de V sur lequel Gp agit par sign^. Si p £ s , cp (j){p) 
induit alors un isomorphisme Ci{V)s Vp (qui est donc de dimension finie). Il y a 
deux cas : 

- Si e{s) / s, alors tvace{e,Y,n&Ci{V)gn(^^)) = 0. 

- Si 9{s) = s, il existe 9s S G{F)6 tel que Osip) = P- La trace de 9 sur Ci{V)s 
ne dépendant que de l'image de 6 dans G~^{F)/G{F), on peut la calculer 
pour 6s par évaluation en p, et l'on trouve signp(^s)trace(é's, V^) (noter que 
Gp = {Gp,6s) et 9s normalise Gp). 

Pour chaque s G S fixé par 6, on choisit alors un G s et on définit fs comme 
étant la fonction sur G~^{F) qui vaut sign^ sur G^ n6G{F) et qui est nulle ailleurs. 
Si l'on posJ^ 

(3.3) fEP:= Y. (-lf'"^^V(GpJ-Vs, 

s6S,e(s)=s 

on a montré que trace(7r(/£;p), F) = Lelo{9,V), i.e. que Jep est une fonction 
d'Euler-Poincaré pour 9. Le point (i) de la proposition découle alors de la Proposi- 
tion [Sill Notons que par construction, la mesure ^Jef est indépendante du choix 
de et que les intégrales orbitales des fs, et donc de /ep, ne dépendent pas du 
choix des ps ■ 

3.9.2. Intégrales orbitales de Jep en les éléments semisimples de G{F)9. Il ne reste 
qu'à démontrer (ii). La démonstration de Kottwitz |Kll Theorem 2.2] s'étend essen- 
tiellement Verbatim. Fixons agir G{F) sur G{F)^ par la conjugaison « à droite » 
5.7 := g~^'yg et fixons 7 G G{F)9 un élément de G{F)'^ comme dans l'énonce. 
Comme 7 est semisimple, l'orbite a;(7) := G{F).^ est alors fermée dans G{F)9 et 
l'intégrale orbitale de l'énoncé est trivialement convergente. 

Le sous-espace B'^ C B des points fixes de 7 est muni d'une structure de complexe 
polysimplicial dont les polysimplexes sont les pCiB'^ non vides, i.e. tels que p est 
dans l'ensemble .^(7) des polysimplexes de B stables globalement par 7. Supposons 
que B'^ est non vide, ce qui est toujours le cas si le centre de I-y{F) est compact^. 
C'est alors un ensemble clos au sens de Bruhat-Tits, il est en particulier contractile. 
Il hérite de {B, G{F)) les propriétés suivantes : I-y{F) agit de manière cellulaire sur 
B'^, tout point de B'^ a un stabilisateur compact ouvert, et tout sous-groupe compact 
de fixe un point de B^. Enfin, si p est un polysimplexe de B et g £ G{F), 

(3.4) g.-f£G;^gpeJ^{-f), 

ce qui ne dépend que de I-y{F)gGp. En particulier, I-y{F) n'a qu'un nombre fini 
d'orbites sur G{F)pr\ J^{^), et donc sur car 1^(7) n est compact. D'après 

"'^''Si p est un simplexe et g £ Gp , signp{g) est aussi la signature de la permutation des sommets 
de p induite par g. Contrairement à ce qui semble sous-entendu dans [Kll §2] et dans la preuve 
de [BLSi Prop. 8.4], précisons que cela ne vaut plus pour un polysimplexe général : considérer 
une réflexion d'un carré d'axe passant par le milieu d'un coté (cela se produit par exemple si 
G = G+ = PGL2 xPGLa). 

Noter que strictement, l'expression de /sp donnée par Borel-Labesse-Schwermer dans la 
preuve de [BLSI Prop. 8.4] n'est valable que quand G est semisimple et simplement connexe, qui 
est l'hypothèse de validité de [BWI X.2.5] auquel ils renvoient, et auquel cas le complexe G se 
simplifie. C'est une des raisons pour laquelle nous avons redonné l'argument complet. 

^■^En effet, une puissance finie de 7 est dans le centre de I-f{F), elle admet donc un point fixe 
X e B'' quand ce centre est compact. L'ensemble fini {■y'^x,n G Z} C B est alors stable par 7 et 
son enveloppe convexe contient un élément de d'après [BTI Prop. 3.2.4]. 
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Serre |Sll §3.3], toutes les conditions sont donc satisfaites pour que le complexe 
cellulaire B'^ permette de calculer la mesure d'Euler-Poincaré de /-y : si /// est la 
mesure de Haar sur telle que /I = d^/dfij, c'est la mesure signée canonique 

D'après [SU Prop. 28], cette mesure est non nulle si, et seulement si I-y{F) est de 
centre compact, son signe est alors {—ly^^f^ 

Il ne reste qu'à vérifier que Oy{fEp)fJ-i = fJ-EP,i-y si B'^ ^ et qu'elle est nulle 
sinon. Notons d'abord que si 9{s) 7^ s, s H .^(7) = 0. Soit s = G{F)ps G TP , alors 
par définition de fs et (13. 4p on a 

pe/^(F)\(sn.F(7)) 

On conclut en notant qu^ si p G ^^(7), signp(7) = (_i)dim(p)-dim{pnB^)^ 

3.9.3. Intégrales orbitales non semisimples. Un élément semisimple 7 G 6G{F) est 
dit elliptique si I^{F) est de centre compact. 

Proposition 3.10. Soit f G C^{6G{F)) telle que 0^(/) = pour tout élément 
7 G OG{F) semisimple non elliptique, alors 0^(/) = pour tout élément^ G 9G{F) 
non semisimple. 

Preuve — En effet, écrivons 

^ = ua = av 

la décomposition de Jordan de 7, où G G{F) est unipotent et u G 6G{F) semi- 
simple. Si / = et M = /g- désignent les centralisateurs connexes respectifs de 7 et 
a dans G, alors M est réductif, / est unimodulaire et I C M. De plus, G M (F). 
Si / G C^{eG{F)), on peut écrire 



0,(/) = / fig-'ig)^ 

Jl{F)\GiF) 0,1 

[ [ f{g~^n^~^i^<^n^9) — : ~" 

Jm(f)\g{f) Ji{f)\m(f) di dm 

[ [ fig'^rn'^'^'mag)^-^-, 

Jm(F)\g(F) Ji(f)\m(f) di dm 



lM{F)\G{F) Jl(F)\M{F) 

la seconde intégrale étant l'intégrale orbitale ordinaire dans le groupe réductif 
connexe M de la fonction 

/f (m) := f{g-'mag) 

en v € M (F) (remarquer que le centralisateur de z/ dans M est exactement /). 

D'après le lemme de compacité usuel, étendu par Arthur [A3', Lemme 2.1] au 
cas tordu, il existe un voisinage ouvert M(F)-invariant W de 1 dans M{F) tel que, 
pour tout sous-ensemble compact Q de 6G{F), il existe un sous-ensemble compact 
u) de M{F)\G{F) ayant la propriété suivante : si g G G{F) et g~^U(jg n il / 0, 
alors M{F)g G cj. Soit le centralisateur de a dans G. 



^'^Se ramener à vérifier cette relation pour le déterminant d'une isométrie d'un espace affine 
euclidien ayant un point fixe. 
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Lemme 3.11. // existe un voisinage ouvert compact V de 1 dans M{F) ayant la 
propriété suivante : pour tous u G V et g G G{F) tels que g^^uag G aV, alors 
gGM+{F). 

Preuve — Il s'agit d'une variante de [Lalj Lemme 3.1.4]. D'après [Lalj Lemme 
3.1.10, il existe une sous-variété analytique Y = Y ^ C G{F) et un voisinage 
ouvert V de 1 dans M{F) telle que l'application 

y X V — > crG{F), {y, u) ^ y'^uay, 

soit un difféomorphisme sur son image fi, un voisinage ouvert compact de a dans 
aG{F). De plus, si {y,u) G y x M{F) est tel que y'^uay G aV, alors u G V et 
y = 1. En particulier, 

(3.5) V(5,u) G (M+(F)y)xV, g-^uag € aV ^ g £ M+{F). 

Supposons maintenant par l'absurde que l'énoncé ne tient pas : il existe une 

suite d'éléments {gn,Un,Vn) de (G(F)\M+(F)) x V x V telle que {un,Vn) (1, 1) 

et g-^uncrgn = VnCr. D'après ([33]), gn ^ M+{F)Y. D' après le lemme de compacité, 

on peut trouver un compact to C G{F) tel que to n M+(F) = et tel que pour tout 

n assez grand, gn = rnnWn avec G w et m„ G M+(F). On peut donc supposer 

que Wn ^ w ^ co, auquel cas m~^Unmn converge, disons vers u* G M{F), qui est 

nécessairement unipotent car u„ ^ 1. De plus, 

—1 * 
w u aw = a, 

de sorte que u* = 1 par unicité de la décomposition de Jordan de a, puis w G 
M^{F), ce qui est absurde. □ 

Si u G M (F), considérons le centralisateur connexe lua de ua dans G. D'après le 
Lemme fS-lll on peut trouver un voisinage ouvert V de 1 dans M {F) tel que pour 
tout u G V, lua C M. Quitte à remplacer V par (UmgM{F)"'-~^1^™') H on peut 
supposer que V est M(F)-invariant et inclus dans U. Noter que V (tout comme U) 
contient alors tous les éléments unipotents de M (F). 

Soit Q le support de /, le lemme de compacité lui associe un to que l'on peut 
supposer ouvert compact. Soient x ^ C^(M(F)\G(F)) la fonction caractéristique 
de a G C^{G{F)) telle que fj^,.j(^p'j a{mg)dm = x{M{F) g), et soit 

h{m) = [ a{g)f^\m)dg. 
Jg{f) 

Il est clair que h est localement constante sur M{F) ; son support est compact car 
si h{m) / 0, ma G Supp(a)Supp(/)Supp(a)^"'^. Si n G V, alors lua C M et on 
montre comme plus haut que 



OuAf)= Of(/f)^= x(5M)0r(/r)-, , 

JMiF)\G(F) dm Jai(f)\g{f) dm 

cette dernière égalité venant de ce que V CU, puis 

(3.6) OuM) = [ «(5)0r (/f ) dg = O^^h). 

Jg(f) 

Par conséquent, pour n G V, Oua{f) est une intégrale orbitale ordinaire sur le 
groupe M. 



90 

Bien que le cadre adopté loc. cit. soit celui du changement de base, la démonstration de 
Labesse s'applique Verbatim au cas général. 
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Si M contient un tore maximal non compact T, alors 

o^ih) = OuM) = 

pour tout élément régulier ua dans (T(F)n V)(7 d'après (j3.6p et par hypothèse (ces 
ua sont semisimples non elliptiques). D'après un résultat de Rogawski (voir |KH p. 
636]), on en déduit que les intégrales orbitales unipotentes de h s'annulent, et en 
particulier que 

O^ih) = O^if) = 0. 

Si enfin M est anisotrope, alors = 1, 7 est semisimple, et il n'y a rien à démontrer. 
□ 

Remarque 3.12. Ce résultat est supposé « bien connu », mais n'est apparement 
démontré nulle part. 

La proposition 13.81 (ii) admet le corollaire suivant : 

Corollaire 3.13. Soit 7 G OG{F) non semisimple elliptique, alors O^(fEp) = 0. 

3.14. Preuve du Théorème 13.21 Replaçons nous sous les hypothèses du ^3.11 

3.14.1. Une version simplifiée de la formule des traces d'Arthur. Soit A = 
la composante neutre topologique du centre de GL2n(K), équipons l'espace ho- 
mogène j4 GL2n(Q)\GL2n(-'^) d'une mesure (finie) G(A)-invariante à droite. La 
représentation unitaire R de G(A) par translations à droite sur l'espace des fonc- 
tions cuspidales 

LLp(^GL2n(Q)\GL2„(A)) 

s'étend en une représentation unitaire de G'''(A) si l'on fait agir 9 par l'opérateur 
Ie{ip){x) = ip{6{x)). Cette représentation est discrète. Si / = /oo ® f°° est dans 
C^(G(A)), avec /oo disons S02n(l^)-finie, alors R{f)Ig est traçable et 

trace(iî(/)/e) = ^ trace(iî(/)/,, H), 
n 

la somme ci-dessus portant sur les représentations automorphes cuspidales irréductibles 
et autoduales de G(A). Ces traces dépendent toutes d'un choix de mesure de Haar 
adélique dg^ sur G(A) que nous fixons une fois pour toutes. 

Pour un choix de fonctions tests / convenables les résultats d'Arthur donnent 
une expression géométrique simple de trace(i?(/)/6)). Écrivons pour cela f = foo® 
fi®fp® r'^'P où : 

- /oo est un pseudo-coefficient tordu d'une série ^-discrète cohomologique (cf. 

EU m^. 

- fi est une fonction d'Euler-Poincaré fixée pour l'automorphisme 6 de GQ^ 
donnée par la Proposition 13.81 (cf. Exemple 13.5p . 

- fp est une fonction donnée par le Théorème 13.31 

- /°^'^'P est la fonction caractéristique de Oij^loo ip} GL2n(^t))- 

Rappelons qu'un élément 0-semisimple 7 G G(Q) est dit elliptique si la compo- 
sante déployée du centre de son centralisateur tordu est triviale. Notons {G(Q)}eii 
l'ensemble des classes de ^-conjugaison d'éléments 0-semisimples elliptiques. Pour 
7 G G{Q) un tel élément, on choisit une mesure de Haar adélique di^ sur /^(A) et 
on pose = //(/^(Q)\/^(A)) > et 

T0^(/) := / f{g-'lO{g)) diA\dgA. 

Jl-,{A)\G{A) 
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On considérera aussi les version locales évidentes de ces intégrales orbitales tordues. 
Proposition 3.15. Pour toute fonction f comme plus haut, 
tiace{R{f)Ie) = Yl ^7T0^(/)- 

7e{G{Q)}en 

La somme porte sur un sous-ensemble fini de classes qui ne dépend que d'un compact 
de G{A) contenant le support de f. 

Preuve — Nous allons appliquer les résultats d'Arthur |A2j à la composante 
connexe G9. Ainsi que l'explique Arthur ( \A1\ p. 330]. |A2l p. 528]), la validité de 
ces résultats dans ce cadre dépend de la vérification d'un argument de cohomologie 
galoisienne et de la validité du théorème de Paley- Wiener pour G{M)9. Le premier 
a en fait été vérifié depuis en toute généralité par Kottwitz et Rogawski |KRj , ainsi 
que le second dans notre cadre par Mezo [M] . 

Les propriétés de pseudocoefïicients des fonctions foo et fg ( §2.71 Rem. 13. 7p im- 
pliquent que la fonction / est cuspidale au sens d'Arthur |A2l §7 p. 538] en les deux 
places oo et £. Mieux, en la place £, les intégrales orbitales de fi en les éléments 
non semisimples Q/-elliptiques s'annulent par le Corollaire 13.131 de sorte que \A2\ 
Cor. 7.5] s'applique. Ce corollaire identifie le terme de droite de l'énoncé à la trace 
de fig dans la représentation de G~^{A) sur 

LLc(^GGL2n(Q)\GL2„(A)) 

Notons qu'Arthur considère loc. cit. une sommation précise pour cette trace parti- 
tionnée par les normes t possibles des caractères infinitésimaux des Hoo. Comme foo 
ne trace que dans des représentations ayant même caractère infinitésimal, un seul de 
ces t intervient. Il ne reste qu'à voir que si une G~''(A)-représentation automorphe 
irréductible discrète H n'est pas cuspidale, alors trace(n(//6i)) = 0. Si cette trace 
est non nulle alors llp est de la forme I{x) par le Théorème 13.31 (i) . Mais le théorème 
de Moeglin-Walspurger exclulF^ la classe inertielle de {M,uj x cj)g comme compo- 
sante locale possible d'une représentation résiduelle de GL2n car uj n'est isomorphe 
à aucune torsion non ramifiée de lD. □ 

3.15.1. Preuve du théorème. Rappelons que la fonction /oo dépend notamment du 
choix d'une série ^-discrète cohomologique de G(M), qui sont indexées comme on 
l'a vu au §2.11 par les représentations irréductibles du groupe compact S02n+i(IR)- 
Pour fixer les idées, on choisit T un tore maximal de ce dernier et on note Va la- 
représentation irréductible de poids extremal A G X*{T). Pour chaque tel A, on 
fixe un pseudocoefficient foo = fx de la série ^-discrète ttx associée de sorte que le 
support de tous ces /oo, A variant, soit contenu dans un même compact de G(M), 
ce qui est loisible, et on applique la Proposition 13.151 aux fonctions 

/^ := fx^fi<S)fp<S) f°^''^P. 

Supposons que la trace de /^ dans une représentation cuspidale p est non nulle. 
Alors poo est générique, a le même caractère infinitésimal que vr^, et donc lui est 
isomorphe. D'après les propriétés de pseudocoefïicients de fg (Prop. [3T8l (i)'. noter 
que la triviale n'est jamais composante locale d'une cuspidale de G) et fp (Théorème 
I3.3l (i)). il suffit donc de montrer l'on peut choisir A de sorte que trace(iî(/'^)/6)) ^ 0, 



On aurait aussi pu arguer en £, ou même en l'infini en supposant de plus que le caractère 
infinitésimal de la série ^-discrète attachée à foo est suffisamment régulière. 
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soit encore que le terme géométrique correspondant de la formule de trace de la 
Proposition 13.151 est non nul. 

La somme du côté géométrique est à support inclus dans un ensemble fini 

S c {G{Q)U 

indépendant de A. On va voir qu'asymptotiquement en A la classe de 70 porte le 
terme principal elliptique de la formule des traces. Les propriétés essentielles de 70 
sont résumées dans le lemme suivant. 

Lemme 3.16. L'élément 70 est à 9-conjugaison près l'unique élément 9-semisimple 
elliptique de G{Q) tel que 70^(70) = —1- Son centralisateur tordu est le sous-groupe 
symplectique de G de matrice 'JqJ- Sa classe de 9-conjugaison stable coïncide avec 
sa classe de 9-conjugaison. 

Preuve — On a 70^(70) = —1 et le centralisateur tordu de 70 est le groupe 
{g G GL2n,57o<^*5 = 7o>^} ^-e. le groupe symplectique usuel Sp2„ de matrice 70 J : 
7o est donc bien 0-semisimple elliptique. 

Les matrices antisymétriques inversibles étant toutes congrues à 70 J dans GL2n(Q), 
la classe de 0-conjugaison de 70 coïncide exactement avec l'ensemble des éléments 
7 tels que 7^(7) = — 1. Pour la même raison, la classe de 0-conjugaison stable de 
7o est réduite à sa classe de 6'-conjugaison (ou directement, H^{Q, Sp2„) = 0). □ 



Lemme 3.17. TO^o(/^'°°) est une constante non nulle. 
Preuve — En effet, c'est le produit 

Le terme T0^(/£) (resp. TO^(,(/p)) est non nul d'après la Proposition 13.81 (ii) 
car 7o est 0-semisimple elliptique (resp. d'après le Théorème 13.31 (ii)). Le terme 
TO.y(/°°'^'P) est un réel strictement positif car 70 G Ht^^oo ip^i'^v)- D 

Si 7 G G{Q) est un élément 0-semisimple, voyons-le comme un élément 9- 
semisimple de G(M) et considérons sa norme AA7 G S02n+i(I^) définie à la fin 
du ^2.71 Par définition, Mj est un élément dont la classe de conjugaison sous 
S02n+i(]K) ne dépend que de la classe de ^-conjugaison de 7 sous G(IR). D'après le 
Théorème 12.121 on sait que pour une normalisation convenable des mesures on a 
pour tout A, 

(3.7) TO^(/a) = ±trace(AA7, A). 

Notons que la classe de 70 est l'unique classe de norme centrale {i.e. triviale) 
dans S02n+i(I^)- En effet, par définition AA7 = 1 si et seulement si j9{'y) = —1, et 
on conclut par le Lemme [3.161 De plus, 

|TO^o(/^)l = c-dim(yA)/0 

pour une certaine constante c > d'après ()3.7p et le Lemme r3.171 Le Corollaire 11. 121 
montre alors que lorsque A tends vers l'infini dans X*{T) ® M en s 'éloignant des 
murs, 

^^^^0, V7GSU70}, 

puis que 

|trace(iî(/^)/e)| ^v^,-c- dim{Vx), 
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ce qui conclut. 

Remarque 3.18. On démontrera au ^4.17l qu'en normalisant correctement les le 
signe ib intervenant dans la formule (|3.7p est en fait +1 si 7 = 70 (indépendamment 
de A). L'argument ci-dessus prouvera alors la formule (|0.2p annoncée dans l'intro- 
duction. 



4. Non-Évanouissement d'une intégrale orbitale tordue 

Le but de ce chapitre est de démontrer les propriétés de la fonction fp utilisée 
dans le Ch. 3. Bien que le problème soit local, la démonstration utilise la formule des 
traces tordue pour GL(2n). Elle s'est révélée assez difficile; en revanche sa portée 
est assez grande : nous esquissons dans le ^4.181 les conséquences de la méthode. 
Celle-ci suggère des propriétés intéressantes de la formule de Plancherel tordue 
(associée à GL(2n)/Qp et à l'automorphisme 9), ainsi que des intégrales orbitales 
tordues de coefficients de supercuspidales é'-stables selon la parité (i.e., la nature 
symplectique ou orthogonale) de la représentation galoisienne associée. 

La preuve de la non-nullité de TO^p (/p) en l'élément « principal » 70 du Ch. 3 
repose sur le modèle de Whittaker et un argument simple mais nouveau de positivité 
( ^4. 13p . Il nous a imposé de préciser le Théorème l2.12| en éliminant le signe implicite 
dans celui-ci grâce à la normalisation « de Whittaker » pour l'entrelacement A entre 

TT et TT O 9. 

Ceci nous impose hélas de remplacer l'automorphisme 9 « de Waldspurger » 
( ^2.ip par l'automorphisme respectant le modèle de Whittaker. Les traductions 
nécessaires (pour aboutir au résultat utilisé dans le Ch. 3) sont faites dans le §4.71 

4.1. Pseudo coefficients. 

Rappelons qu'on a fixé au ^3.1l une représentation supercuspidale to de GL(n, Qp). 
Pour simplifier nous supposons lo non auto-duale, même modulo twist non-ramifié : 



oîi ^nr(Qp ) = est le tore des caractères non ramifiés. (Le lecteur se convaincra 
aisément que cette hypothèse n'est pas fondamentale). On écrira simplement lox 
pour Lo X- 

Rappelons que 9 (g) = J2n'^g~^ J2n, où nous notons maintenant J2n la matrice J 
du Ch. 2. De même, 



de G = GL(2n, Qp). L'induction est unitaire; P est le parabolique (triangulaire 
supérieur) de type (n,n) ; x £ ^nr- Vu notre hypothèse sur w, I{x) est irréductible 
pour tout X ; elle est unitaire si, et seulement si, x est unitaire (en effet si I{x) est 
unitaire, donc hermitienne, on doit avoir 



u; ^ uj <^ X 



VxG^nr (Q„^) 




Jn Q ^Jn de GL(n). 



(taille n) . 
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Or LJ = w ; VU notre hypothèse sur w, ceci imphque lox ^ — soit uj = aj(xx) ! 
alors XX) donc X; est unitaire). 

Il est clair que /(x) est isomorphe à sa duale et donc à I{x)^ ■ Pour obtenir un 
entrelacement explicite, remarquons que ûjx~^ = est isomorphe à (wx) ° = 
{uJxY ■ Nous réalisons donc /(x) comme l'induite, isomorphe à (|4.ip et désignée par 
la même notation : 

/(x) =ind^(cux® (u;x)^)- 

Si V est l'espace de w, l'espace £(x) de /(x) est donc formé des fonctions / : 
G — > V ®V vérifiant, pour p = diag(mi, m2)n £ P = (GL(n) x GL(n))A^ : 

f{pg) = 5p{pf'\{u:x){mi) ® {u^x)' m^) f {g) . 

Soit Am --V ®V — >V Ç^V l'opérateur 

V ® W I — > w ®v ^ 

entrelaçant ujx ® {^xY et (wx)^ ® ^X- On définit 

Ae : £(x) ^ C{x) 

par 

/(<7)=^m/(^5). 

On vérifie aussitôt que Aq préserve C{x) ; il entrelace évidemment les représentations 
/(x) et I{x) o ; il est involutif. Noter que, dans la réalisation compacte de /(x)j 
Aq est indépendant de x- 

Proposition 4.2. // existe une fonction f = fp sur G = G(Qp) ayant les propriétés 
suivantes : 

(i) /gC-(G), 

(ii) trace (yl5i/(x)(/)) est une fonction algébrique sur Xnr, > sur les caractères 
unitaires, 

(iii) si vr est une représentation 6 -stable de G et A : tt = n o 9 est un opérateur 
d'entrelacement, 

trace {Airif))) = 

si vr n'est pas une induite /(x)- 

On appellera parfois une telle fonction / un pseudo-coefficient positif. Nous don- 
nons une démonstration simple de ce résultat ; une autre démonstration utiliserait 
le théorème de Paley- Wiener tordu de Rogawski [Ro] : cf. ^4.131 

Preuve — Le groupe Xnr des caractères non-ramifiés de Qp est un tore com- 
plexe ; soit r C Xnr le sous-groupe (fini) des caractères x tels que lox — X et soit 
T = Xnrfr — C^. L'orbite de Bernstein [Be] contenant les représentations I(x) 
s'identifie k T x T, par 

(Xi, X2) < — > ind^(a;xi ® 2^X2) = ^(xi, X2) , 

et l'ensemble des I(x) au sous-tore diagonal. Parmi les /(xi)X2) seules les I(x) 
sont autoduales. D'après des arguments bien connus, il existe / G C^{G) telle que 
trace(j45i/(l)(/)) 7^ 0. D'après Bernstein, on peut alors remplacer / par une fonction 
vérifiant, de surcroît, (iii). La fonction F{x) = tvace{AgI{x){f)) est algébrique, non 
nulle, sur T ; vu les propriétés de lo, l'image du centre de Bernstein Z dans C[T xT] 
est formée de toutes les fonctions algébriques. 
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Soit z le paramètre sur T = , et 

F(x)=F(z) = ^a„z" 
une série de Laurent finie. Si /i G 2^ est d'image 

et si g = h-k f , on a alors : 

tiaceiAelixM) = G{z)F{z) , 

fonction positive sur les caractères unitaires, d'oii (ii), la positivité stricte résultant 
aussitôt d'un argument de compacité (prendre une somme de telles fonctions). □ 

Rappelons (Lemme I3.16P que l'élément 

donne le « terme principal » de la formule des traces tordue ( §3.15.ip . On a AA70 = 
1 e S0(2n + 1). Si / G C^{G{Qp)), l'intégrale orbitale tordue de / en 70 est 

(4.2) T0,„(/)=/ f^g^,g-0)^. 

Elle est stable (Lemme 13. 16p . 

Théorème 4.3. Si f est un pseudo-coefficient positif (Prop. \4-^ , T^O-yoif) / 0- 



4.4. Stabilité d'un caractère tordu. 

Considérons la distribution sur G = G{Qp) : 

(4.3) /^trace(^e /(x)(/)). 

Comme dans le chapitre 2, ^2.21 on dispose sur G(Qp) de la notion d'éléments 6- 
semisimples, 0-réguliers : c'est le cadre original de Waldspurger [Wlj . D'après des 
résultats généraux [Clolj Thm. 1] on sait que la distribution (j4.3p . que l'on notera 
@x,s^ fonction localement intégrable sur G, C°° sur les élément 0-réguliers, 

invariante par ^-conjugaison. 

Proposition 4.5. Le caractère tordu Qy^^e est invariant par 6-conjugaison stable 
(sur les éléments fortement 9 -réguliers) . 

Preuve — En effet, toute formule pour le caractère tordu de la représentation 
induite — par exemple, le théorème d'Atiyah-Bott [CloU Prop. 6] — montre que 
le support de @x,9 contenu dans l'ensemble des éléments de G qui sont 6- 
conjugués à un élément de M. Si 7 G G est un élément fortement ^-régulier, son 
centralisateur tordu / est un tore ( ^2. 2p . de dimension n. L'ensemble des classes de 
^-conjugaison dans la classe de conjugaison stable de 7 s'identifie à 

(Qp, /) = Ker [H^ (Qp, /) (Qp, G)] . 

Or le centralisateur tordu dans M d'un élément fortement ^-régulier g de M s'iden- 
tifie à un tore maximal de GL(n). En effet, si 9 désigne l'automorphisme m 1 — > 
Jnm~^Jn de GL(n), l'automorphisme 9 de GL(2n) restreint à M est (mi, 7712) i — > 
{9m2,9mi). Par l'isomorphisme (mi,m2) ! — > (mi,^m2) il est conjugué à 

(mi,m2) ! — > (m2,mi). 
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On est alors ramené au cas, facile, de la cr-conjugaison pour le changement de base 
en une place décomposée |AC[ Ch. 1.5]. Au vu des dimensions, on en déduit que les 
centralisateurs tordus I de g dans M et G coïncident. Donc I est cohomologique- 
ment trivial, d'oii la proposition. □ 

Corollaire 4.6. Si f & C^{G) est un pseudo-coefficient positif, les intégrales or- 
bitales tordues stables de f, en les éléments fortement 9-réguliers, ne sont pas 
identiquement nulles. 

Preuve — Il suffit d'appliquer la formule d'intégration de Weyl sur 9G à la fonction 



4.7. De Waldspurger à Whittaker. Nous avons jusqu'ici utilisé l'automorphisme 
de G en suivant Waldspurger ; mais les arguments qui suivent vont reposer sur le 
modèle de Whittaker, auquel il n'est pas adapté. Soit donc 



Z) = diag(l, -1,1,..., 1,-1), 
/ 1 \ 



Jn = DJ 



-1 



1 



V 



et 00 : 5 ^ Jo'g-'Jo id e GL(2n)). 

Adaptons rapidement les résultats précédents, en remplaçant 9 par 0nF^ Rappe- 
lons tout d'abord que 9q fixe un épinglage pour le couple {B, T) formé du groupe 
de Borel triangulaire supérieur et du tore diagonal. Si a est un caractère additif 
non trivial (d'un corps local F = M ou Qp, ou bien de A) et si ip est le caractère du 
sous-groupe unipotent N de B donné par 

/ 1 Xl * \ 

1 



1 X2n-1 
1 



a{xi H h X2n^l) , 



V 1 / 

on a 'ip{9Qn) = tp{n) (n G A^). Soit vr une représentation irréductible générique 
autoduale (de G{F) ou G(A)). Il existe alors un unique opérateur d'entrelacement 
involutif entre vr et vr o tel que À^^{X) = A, A étant l'unique fonctionnelle de 
Whittaker associée à if) (unique à un scalaire près) et Aq^^ opérant par l'action duale. 
On dira que est la normalisation de Whittaker pour l'entrelacement involutif 
(à priori défini modulo ±1). 

Si on néglige le signe, on peut construire, en p, un opérateur d'entrelacement Aq^^ 
sur vr = I{x) en posant : 

Ae„ = T:{D)Ae . 



22t 



Le lecteur choqué par notre inconstance méthodologique refera la construction de la norme 
(Ch. 2) en suivant Kottwitz et Shelstad [KS) . 
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On a alors 

Al =7^{DJ^D-^J)Al 

= <JMl 
= 4-l) = l 

puisque vr est de caractère central trivial. Par ailleurs, notons, pour 5 G G, To05(/) 
l'intégrale orbitale tordue déduite de ^o- Si h{g) = f{gD), on vérifie aussitôt que 

ToOsih) = T0^(/) 

pour 

Ô = -/D. 

Par ailleurs trace ( yle(,7r(/i) ) = trace( Ae7r(/) ). La fonction h vérifie donc les pro- 
priétés de la Proposition 14.21 relativement à ^o- Le Théorème 14.31 est équivalent à 

(4.4) To05„(/i)/0, 
où 

Des considérations analogues s'appliquent à la place réelle, en remplaçant la 
norme du Ch. 2 par A/o(5) = N{ôD). En particulier Ôq est de norme 1, l'analogue 
du Théorème 1 2 . 1 2 1 est vérifié, et 5q est, localement ou globalement, l'unique élément 
dans sa classe de conjugaison tordue stable. Si vr est une représentation cohomolo- 
gique de comme dans le Ch. 2, on définit Aq^ comme dans le cas p-adique ; 

alors, en posant encore hj^ig) = f^igD) : 

(4.5) To05o(/i^) = e(7r)dim(^H), 



où e est un signe. La démonstration va nous amener à préciser (j4.5p ainsi que le 
Théorème 14.31 Pour simplifier les notations, TO, M . . . désignent dorénavant les 
variantes relatives à 9o- 

Proposition 4.8. Si l'opérateur Ag^ = A^ est normalisé pour le modèle de Whit- 
taker, 

(i) TOsM>0, 

(ii) TOgg{hTj) = dim(7r//) pour toute représentation cohomologique vr de G(M) 
(pour une normalisation fixe des mesures sur G(M) et le centralisateur tordu 
de Sq). 

Nous reportons au ^4.131 et ^4.171 la démonstration de cette proposition. Nous 
aurons enfin besoin du 

Lemme 4.9. Soit vr une représentation auto-duale de la série principale : tt = 
ind(xi, . . . Xn, Xn^ 1 • • • ) xr^)' Xi étant non ramifiés. Alors l'opérateur À^^ donné 
par f{g) i — > f{(^o{g)) entrelace vr et tt o Oq ; il est involutif et opère par +1 sur 
l'espace de Whittaker ; il opère trivialement sur le vecteur non ramifié. 

C'est évident (rappelons que la fonctionnelle de Whittaker est donnée par 

/ I — > f{won)ij{n)dn 



JN 

si / est à support dans BwqN, wq étant l'élément de plus grande longueur du 
groupe de Weyl). 
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4.10. Formule des traces (stable). 

Soit / une fonction C°° à support compact sur G(A), décomposée, donc / = ®'^fv 
A la place réelle, on choisit une représentation cohomologique tToq autoduale de 
G (M) ; on notera parfois ^ le paramètre 

(mi, . . . , m„) e N", mi > • • • > m„ > 

de TT =: vr^, cf. ^2.11 : c'est donc le plus haut poids de la représentation de S0(2n + 1) 
associée à vr. Soit 6^ le caractère de celle-ci. Alors /j^ = est le pseudo-coefficient 
de vr pour la normalisation de Whittaker de l'entrelacement Aq^^ (fonction notée /lyr 
dans le paragraphe précédent). 

En la place f est un pseudo-coefficient tordu pour la représentation de Stein- 
berg ( §3. 4p . En p, c'est un pseudo-coefficient positif pour I(x) ( §4.ip . On utilise 
de nouveau Aq^, avec la normalisation de Whittaker. En v ^ oo, i, p, est pour 
l'instant arbitraire. 

Soit leo : ip{x) i — > 'ç{6ox) l'opérateur d'entrelacement de L^(^ G(Q)\G(A)) 
donné par ^o- Grâce aux propriétés particulières des fonctions /oo et J^, on a tout 
d'abord : 

(4.6) Y. vol(/5)T05(/) = Y, trace(/e„7r(/)) . 

5e{G(Q)}eii 

On a fixé une mesure de Haar dgf^ sur G(A), qui définit la trace dans le membre 
de droite. Dans le membre de gauche, {G(Q)}eii est l'ensemble des classes de conju- 
gaison tordue d'éléments 6'-elliptiques \A2\ p. 508] de G(Q) ; TO5 est l'intégrale 
orbitale tordue (adélique) définie par dg^^ et une mesure de Haar cizA sur le centra- 
lisateur tordu connexe de (5 ; vol(/5) est la mesure de /5(Q)\/5(A). La somme est 
finie. Dans le membre de droite, vr parcourt les représentations cuspidales ^o^stcibles 
(= autoduales) de G(A). 

L'égalité (j4.6p entre le côté géométrique et le côté spectral est démontrée par 
Arthur [A2, §7]. L'expression du côté géométrique est |A2i Cor. 7.4], étant données 
les propriétés de /oo et fi. De même, le côté spectral est |A2t Cor. 7.2]. Noter 
que le membre de droite de [A2[ Cor. 7.2] est à priori plus compliqué : il contient 
les représentations du spectre résiduel, ainsi que certaines induites ^-discrètes : 
ces représentations sont éliminées par fp (cf. Prop. 13.15p . Il contient aussi une 
sommation sur t (norme du caractère infinitésimal de tToo) mais t est fixé par le 
choix de /oo- En particulier, /gn = (d'^^^fv étant fixée, et donc aussi la ramification, 
le nombre de termes du membre de droite est fini. 

Notons T(/) l'expression (14.61) . Si (5 G G{Q) est un élément 0-semisimple ellip- 
tique, TOs{f) est un produit 

V 

d'intégrales orbitales locales. Si 6 est 0-semisimple et fortement régulier, posons 

(4.7) ST05(/)=nST05(/,) 

V 

où 

STOsiA.) =Y^Os{U) 

S' 

la somme portant sur les éléments ô' stablement 9 conjugués à 6. Il résulte alors de 
la stabilisation du terme régulier de la formule des traces par Kottwitz-Shelshad 
[KS] que : 
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Lemme 4.11. Soit q un nombre premier différent de p, l et soit f = 0^/^ une fonc- 
tion vérifiant les conditions précédentes, fq étant de plus de support 9 -fortement 
régulier. Alors 

T(/) = a(G) J^STO^a), 

.5 

la somme portant sur les mêmes éléments qu'en ( |^.6D mais modulo 9-conjugaison 
stable dans G. 

Ceci résulte de jKSl Ch. 7] (cf. en particulier (7.4.3) ; a(G) est une constante 
> 0), et des propriétés de foo ■ c'est une fonction stabilisante ( [LaU §3.8] et notre 
Corollaire I2.13P . On en déduit : 

Proposition 4.12. // existe une représentation cuspidale, 9-stable n de G(A) telle 
que : 

il) TToo ^ TT^, 

(ii) Tïi ~ St£, 

(iii) TTp ~ I{x) pour un caractère non ramifié X; 

Preuve — Soit en effet fq la fonction caractéristique d'un ouvert compact ojq de 
G(Qg) constitué d'éléments 0-semisimples fortement réguliers. Alors 

(4.8) T(/) = a(G)^ST05(/), 

5 

la somme étant uniformément finie quand le support de / est fixé [KS^ p. 106]. 
L'application A/q donne une bijection entre classes de 0o~conjugaison semisimples 5 
stable et classes de conjugaison semisimples stable dans S0(2n+1)* (quasi-déployé) 
|KS| ; celles-ci sont données par les polynômes réciproques 

P{X) G Q[A], P{X) = A2"P(X-^) 

de degré 2n. On écrira P = Pg. En v = oo, l, p, choisissons un élément 0-semisimple 
fortement régulier G GL2n(Qi)) de sorte que 

ST05„(/„)/0, 

ce qui est loisible d'après le Théorème I2.12| la Proposition 13.81 et le Corollaire 14.61 
Cette non-annulation persiste alors dans un voisinage ouvert compact assez petit 
ujoo X uJi X iOp de {ôoo,Si,ôp) dans GL(2n, Aoo£p)- 

Par approximation faible on peut trouver 6' € GL(2n, Q) tel que (pour le plonge- 
ment diagonal) ô' appartient à Ht^es'^t" où S = {oo, £,p,q}. Soient lo^ = Yiv^s^'" 
un voisinage ouvert compact décomposé fixe de ô' dans GL2n(A'^), et f^ la fonction 
caractéristique de u^. Si 

STOsifs^f')^0 {S G cm, 

le polynôme Ps{X) a les propriétés suivantes. Ses coefficients sont des ^'-entiers où 
S' = S L) {v, ujy 7^ GL2n(2'u)}- En les places v £ S' ils sont bornés par la donnée de 
riiigS' '■ ^ qu'un nombre fini de tels polynômes. 

Choisissons ujq contenant ô'q assez petit. Si ST05(/) 7^ alors les coefficients de 
Ps sont uniquement déterminés donc Ps = Ps' ■ 6 est stablement conjugué k ô' . La 
somme (|4.8p ne porte que sur la classe de conjugaison stable de ô' . Comme ô' est 
fortement régulier STOs'ifq <8i /'^) > 0, d'oii la proposition. □ 
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4.13. Démonstration du Théorème 14.31 Dans ce paragraphe nous démontrons 
le théorème, en supposant pour l'instant la partie archimédienne (ii) de la Propo- 
sition |l?8l Noter que d'après le Ch. 2, celle-ci est équivalente à 

Proposition 4.14. Pour ô € G(M) de norme elliptique 

TOsihj^) = s{ô) trace TTjï (A/07) 
où le signe e{ô) ne dépend pas de fi ; de plus e{ôo) = 1. 

Comme dans le Ch. 2, cette assertion n'est vraie que pour des choix convenables 
des mesures (positives) sur les centralisateurs tordus, choix que nous ne préciserons 
pas. 

Nous utiliserons le résultat élémentaire suivant : 

Proposition 4.15. Soit G un groupe de Lie compact, 70 = 1, 71, ... , 77V des classes 
de conjugaison distinctes dans G, et Xq, . . . , Atv des nombres complexes. Supposons 
que, pour tout caractère irréductible p de G, 

N 

Ai trace /o(7i) 

i=0 

est un nombre réel > 0, et que cette somme soit strictement positive pour un ca- 
ractère pq. Alors Ao est un réel > 0. 

Preuve — Soit en effet Oi la classe de conjugaison de 7^ et pi la mesure invariante 
(normalisée) sur Oi, vue comme une distribution sur G. Si p = T, Xi pi, 

trace {p{p)) > (p irréductible). 

D'après l'extension à G de la transformation de Fourier des distributions, la 
distribution p s'écrit 

(4.9) M = E«P®P 

p 

où Gp est le caractère de p et Op est une fonction à croissance lente sur G. Il résulte 
des relations d'orthogonalité et de (j4.9p que 

cLp > 0, > . 

Soit / une fonction sur G telles que le support de f * f* ne rencontre pas Oi 
pour i > 0, f*{g) étant f{g~^). Alors 

/"(/ * n = Aoll/f = 5] «p trace p{f * f*) , 

p 

d'où le résultat. □ 

Soit vr la représentation exhibée dans la Proposition I4.12[ Soit q un nombre 
premier tel que vr^ est ramifiée. La représentation tTç est générique, 0o~stable et 
même tempérée d'après Harris et Taylor [HT] . Elle s'écrit donc : 

TTq = indp ((5l • • • (g) Ôr) 

où p est un parabolique de type (ni, . . . Ur), ôi est unitaire et de carré intégrable 
pour GL(nj), et où l'on peut supposer : 

(i) pour i < t, Ur+i-i = ni et ôi = ôr+i-~i o Oq, 

(ii) pour t < i < r + 1 — t, ôi = ôi o 9q. 
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(On a désigné par 6q l'automorphisme du SÏ3 pour GL(nj), peut-être en rem- 
plaçant D par —D). 

S'il n'y a que des blocs de type (i), on construit comme dans le ^4.11 un en- 
trelacement Agg, Whittaker-normalisé, pour vr = vr^, ainsi que pour toutes les 
induites des ôi tordues par des caractères non-ramifiés. En général, un tel Ag^ 
existe : composer avec un opérateur d'entrelacement normalisé pour les blocs de 
type (ii) ; on obtient un opérateur opérant à priori par {±1} sur la fonctionnelle de 
Whittaker. L'opérateur d'entrelacement normalisé étant tiolomorphe, le signe est 
constant. 

Il résulte alors du théorème de Paley- Wiener de Rogawski [Roj que : 
Lemme 4.16. // existe une fonction fq G C^(G(Qq)) telle que 

(i) parmi les représentations 9-stahles génériques vr de G{Q_q), les I{ôi ® Xi) 
(pour des Xi non ramifiés tels que l'induite est 9 -stable) sont les seules telles 
que 

trace(^0o vr (/g)) 7^ 0, 

(ii) trace {Afj{ôi^Xi){f<i))>0 

(Xi unitaires non ramifiés, I supposée 6-stable). 

Nous fixons ainsi fg pour tout nombre premier q i,p en lequel vr^ est ramifiée ; 
f£ et fp l'ont été, et nous faisons varier foo = avec le poids /i. Nous allons 
appliquer la formule des traces (j4.6p . fg' (pour les autres nombres premiers) étant 
l'unité de l'algèbre de Hecke sphérique. Notons S la réunion de {00} et de l'ensemble 
des nombre premiers q tels que vr^ est ramifiée. 

Sur l'espace des formes paraboliques sur G(A), on dispose d'une fonctionnelle de 
Whittaker globale, 0o~iiivariante : 

(/3 I — > / '4)~'^{n)ip{n)dn = \{ip) . 

Jn{Q)\N{A) 

Soit TT C L'^{AG{Q)\G{A)) une représentation cuspidale ^-stable, où A = C 
G(M), et soit Aq^ = leok- Le Lemme implique que Ag^^ s'écrit 

\v€S / 

les Ae^^ ^ sont normalisés et A^^ est le produit tensoriel (bien défini) des opérateurs 
non ramifiés. 

Nous utilisons la formule des traces ()4.6p . Le membre de gauche s'écrit 

^ trace { Ae^jir^ify) ). 

Pour tout vr (cuspidale, él-stable), chaque terme du produit est > ; la somme est 
en fait finie car tToo est cohomologique et le niveau de tt est fixé. Le membre de 
droite comporte un nombre fini, fixe de termes, même quand fi (et /^) varie. Il 
s'écrit 

(4.10) aiôo) degie^) + a(d)0^(AA5), 

OÙ 

aiS) = eiô)vol{Is) n T05(/.) 
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pour tout 6, et e((5o) = 1- Le seul élément de norme 1 dans S0(2n + 1) est Ôq ; on 
peut réécrire (j4.10p en regroupant les ô ^ Ôq selon la conjugaison (tordue) stable, 
de sorte que ()4.10p est de la forme 

a(<îo)deg(0^) + J^a(7')e/.(7') 

7' 

et les 7' S S0(2n + 1) sont des classes de conjugaison distinctes. 

On obtient alors une somme de valeurs de caractères de SO(2?7- + 1)(M) vérifiant 
les hypothèses de la Proposition 14.15] la positivité stricte résultant de la Proposi- 
tion [1IÏ21 Donc 

j] >o, 

d'oii le Théorème 14.31 

4.17. Démonstration de la Proposition 14.81 Considérons d'abord une exten- 
sion quadratique réelle F de Q. Soit 00, 00' les deux places archimédiennes, et soit 
f = ®'vfv ^ <-?^(G(Ai?)) une fonction égale à la fonction unité sphérique aux places 
finies, alors que 

/oo fil 1 /oo' f^' ) 

H, fi' étant deux poids dominants pour S0(2n -|- 1). Les considérations du ^4.101 
s'appliquent, /oo et /œ' étant « cuspidales » au sens d'Arthur. L'argument du ^4.131 
donne, pour tous fi, fi' : 

(4.11) a{ôo)deg{e^)deg{e^,) + a{ji, fi, fx')9^{j)9^,{^) > 

717^1 

où 

a{ôo) = e{fi)e{fi')vol{Is,) TOsM > 

d|oo 

et où 71 = (7,7') parcourt un ensemble fini de classes de conjugaison du groupe 
S0(2n-|-1)(M)^, et a{^i,fi,fi') = a(7i)e(;u)e(/i'). Noter que si 5 / (5o et si 71 = (7,7') 
est associé à 5, 7 et 7' sont 7^ 1, la conjugaison stable (globale) étant indiquée par 
la conjugaison stable en une place. Les signes e(/u), pour l'instant inconnus, sont 
donnés par l'égalité 

< = e{fi)Ae, 

où les deux opérateurs sont des entrelacements involutifs pour 7r(/i), celui de gauche 
étant Whittaker-normalisé, et celui de droite donnant, comme dans le Ch. 2, l'iden- 
tité correcte (sans signe) pour l'intégrale orbitale en Ôq. 

Fixons fi' et faisons tendre fi vers l'infini « loin des murs » . Le terme dominant 
de (I4.1ip est celui relatif à 5q. Les intégrales orbitables tordues, aux places finies, 
étant > en (5o, on voit que £{fi)e{fjL') est > pour fx « assez loin des murs » . 
Variant maintenant fi' , on en déduit que £{fj.') est constant. 

Appliquant enfin cet argument à un corps F cubique, on voit que e{fj,) = 1. Un 
argument analogue démontre le résultat en p, ainsi d'ailleurs qu'en i (le pseudo- 
coefficient de St^ étant Whittaker-normalisé). 
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4.18. Facteurs locaux des représentations cuspidales autoduales. Les ar- 
guments de cet article révèlent des propriétés remarquables des représentations 
autoduales, de GL(2n), tant globales (représentations automorphes) que locales, 
qui peuvent être comprises du point de vue de la fonctorialité entre motifs et 
représentations automorphes, ainsi qu'à l'aide des résultats conjecturaux d'Arthur. 

Soit vr une représentation cuspidale autoduale de GL(2n, A) où A = Aq. Conjec- 
turalement, Langlands lui associe une représentation complexe, de degré 2n : 

r :£Q-^GL(2n,C), 

(cf. |Lg| ) qui devrait être irréductible. Si vr, donc r, est autoduale, il existe sur 
l'espace de r une forme bilinéaire non-dégénérée unique, donc orthogonale ou sym- 
plectique, invariante par r. On dira que r est symplectique ou orthogonale. 

Si TToo est cohomologique, la représentation r^o de Wr obtenue par restriction 
est symplectique et non orthogonale, donc r doit être symplectique. Noter que ceci 
n'est pas vrai si on suppose que vf = vr (g) e oii e est un caractère, même d'Artin : 
les formes de poids k impair sur GL(2) donnent des représentations vr (normalisées, 
comme chez Langlands, de façon à être tempérées) telles que le paramètre de tToo 
est sur : 

et la représentation associée de Wr est orthogonale. 

S'il existe un nombre premier p tel que vTp appartient à la série (essentiellement) 
discrète, le paramètre de Langlands 

rp: WDq^ ^GL(2n,C), 

bien défini d'après Harris et Taylor, est indécomposable, et en fait irréductible si 
on le considère comme une représentation 

r'p-'^Q, X SU(2) ^GL(2n,C). 

De nouveau, si r'p est symplectique (on dira que vTp est symplectique), r doit être 
symplectique. 

Remarque 4.19. En dimension 2, une représentation irréductible autoduale est 
symplectique si, et seulement si, son déterminant est trivial, ce qui permet de donner 
un sens non conjectural aux prédictions ci-dessus et de les prouver. Soit vr une 
cuspidale autoduale de GL(2,Aj7') qui est discrète en une place v, et soit iv le 
caractère central de vr : alors w = 1 si, et seulement si, ujy = 1. En effet, uj^ = l 
donc si a; 7^ 1 c'est le signe u>e/f d'une extension quadratique E de F, et on a alors 

TT ~ TT (gi loe/f ° det 

par multiplicité 1. La théorie du changement de base quadratique montre que vr 
est l'induite automorphe d'un caractère de Hecke x de A^ (non isomorphe à son 
conjugué). On peut alors considérer de manière non conjecturale le L-paramètre de 
TT, à savoir L{tt) = Ind^^X) qui est compatible à toutes les places avec vr. Comme 
■Ky est discrète, L(7r)|w^^ est irréductible, en particulier v n'est pas décomposé dans 
E, Le. ujy = loe,/f, + 1- 

On peut aussi comprendre ces phénomènes du point de vue des résultats annoncés 
par Arthur |A41 Ch. 30]. D'après ceux-ci, une représentation 0-stable (disons, cus- 
pidale) de GL(2n, A) proviendra par fonctorialité d'une représentation automorphe 
d'un groupe endoscopique H oii H est : 
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(a) SO* (2n + 1) , H = Sp(2n, C) 

(b) S0*(2n,x), ^ = S0(2n,C) 

où les groupes SO* sont quasi-déployés (donc déployés en dimension impaire) et 
oii le groupe S0*(2n, x) est spécifié par un caractère d'Artin x d'ordre 2 décrit 
par Arthur |A4j (et déterminé par vr). Des arguments analogues montrent alors que 
sous les hypothèses le type (symplectique ou orthogonal) de vr sera déterminé par 
celui de vTp ; les résultats d'Arthur devraient rendre ceci inconditionnel. 

Les méthodes de cet article, combinées aux résultats d'Harris et Taylor asso- 
ciant des représentations galoisiennes à tt ([HT], complétés par |TYj si vr^ est une 
représentation de Steinberg généralisée), permettent toutefois d'obtenir le résultat 
suivant. 

Théorème 4.20. Soient F un corps totalement réel et ir une représentation au- 
tomorphe cuspidale de GL2n(Air). On suppose que vr est autoduale, essentiellement 
de carré intégrable en au moins une place finie w, et cohomologique à toutes les 
places archimédiennes. Alors : 

(i) Pour toute place v de F, est symplectique. 

(a) Si Vi est une représentation i-adique de Gal(F/F) associée à tt\ ■ |(2"-i)/2^ 
avec w premier à i, alors il existe un accouplement symplectique non dégénéré 
et Galois-equivariant 

Ve(g)Vi — > Qi (2n - 1). 

Remarque 4.21. L'hypothèse "w premier à i" dans (ii) ne serait pas nécessaire s'il 
on disposait, pour les représentations galoisiennes d'Harris et Taylor, d'un analogue 
du théorème de Saito identifiant en i;; | ^ la représentation de Weil-Deligne donnée 
par la théorie de Fontaine. 

Si V est finie, « vr^ symplectique » signifie que son paramètre de Langlands sous 
sa forme SU(2) préserve une forme bilinéaire alternée non dégénérée. Du point 
de vue de la représentation de Weil-Deligne (r, N) associée, il est équivalent de 
demander que r (la représentation de Wp^) préserve une forme bilinéaire alternée 
non dégénérée, et que est dans l'algèbre de Lie du groupe symplectique associé. 

Dans le contexte de l'énoncé, comme ir^ est tempérée ( |HT| ). elle s'écrira alors 

(4.12) vr^ = ind^((5i,(5?,...(^„<5^, Ô2r+u ■ ■ ■ ,ôs) 

où les ôi sont des représentations de la série (essentiellement) discrète de GL(nj, F^), 
et les représentations Ô2r+i, • • • , <5s sont autoduales, distinctes et symplectiques. 

Démontrons maintenant le théorème 14.201 D'après le ^2.H le (i) vaut par hy- 
pothèse si V est archimédienne. 

Fixons V finie, choisissons un i premier a w et v, puis considérons une repré- 
sentation galoisienne £-adique Vg attachéj^ à 7r|.|(^"~-^)/^. D'après [HT] et [TYj . 
Vi est irréductible, compatible avec vr (en toutes les places finies premières à i) 
selon la correspondance de Langlands Frobenius semi-simplifiée ; en particulier, cela 
nous fournit un accouplement non dégénéré Galois-équivariant comme dans l'énoncé 
(unique à un scalaire près, et dont il faut montrer qu'il est symplectique). AinsQ 

^■^L'existence et les propriétés de compatibilité de Ve se déduisent de manière standard de [HT] 
par changement de base à tous les EF, E étant un corps quadratique imaginaire tel que EF est 
décomposé au dessus de w (voir [T] Thm 3.6] pour le cas -F = Q). 

^^On pourra remarquer que si une représentation de Weil-Deligne préserve un accouplement 
symplectique, alors sa Frobenius simplification (qui associe à chaque élément du groupe de Weil 
sa partie semisimple dans sa décomposition de Jordan) préserve le même accouplement. 
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il suffit de prouver (i) quand v = w pour l'avoir pour tout v, et (i) implique (ii). 
De plus, si est la représentation de Steinberg, alors (i) et (ii) sont satisfaits. Il 
suffit donc de démontrer le théorème suivant (en fait, (i) =^ (ii) =^ (v) suffit). 

Théorème 4.22. Soient une représentation autoduale (essentiellement) discrète 
de GL2n{Fw) fw un pseudocoefficient tordu de vr^. Les conditions suivantes sont 
équivalentes : 

(i) Tïw Gst composante locale d'une représentation automorphe cuspidale vr de 
GL2n(Ai?) qui est autoduale, et cohomologique à toutes les places archimé- 
diennes, 

(il) T0^„(/^) /O, 

(m) les intégrales orbitales tordues stables de ne sont pas identiquement 
nulles, 

(iv) les intégrales orbitales tordues stables fortement régulières de fw ne sont pas 
identiquement nulles, 

(v) TTu, est composante locale d'une représentation automorphe cuspidale vr comme 
en (i) et qui de plus est la représentation de Steinberg à une autre place finie. 

Si l'une de ces propriétés est satisfaite, alors lïyj est symplectique. 

Preuve — L'implication (i) =^ (ii) découle du même raisonnement de positivité que 
dans le §4.131 Quitte à faire un changement de base quadratique réel décomposé 
en w, on peut supposer que F ^ Q. Pour toutes les places finies v ^ w de F, 
choisissons un pseudocoefficient positif /„ de iTy comme dans le Lemme [4.161 Enfin, 
pour chaque place archimédienne f de F on prend pour un pseudocoefficient de 
séries théta-discrètes cohomologiques quelconque comme au §2.71 : il dépend d'un 
[F : Q]-uple A de poids dominants de S02n+i(I^)- En appliquant la formule des 
traces tordue d'Arthur à la fonction J^'^ (qui est simplifiée car cette fonction est 
cuspidale en deux places archimédiennes au moins) et en faisant varier A, l'argument 
du §4.131 montre que 

(4.13) yv, TO5„(/,)/0, 

donc (ii). 

L'implication (ii) =^ (v) est par exemple conséquence de la méthode du ^3.15.11 
si l'on choisit la fonction test égale à fw en la place w : l'appel au Théorème 13.31 
est remplacé par ()4.13p . 

(ii) ^ (iii) est évident. Rappelons que les intégrales orbitales stables sont définies 
en tous les éléments 0— semisimples, et sont limites faibles de telles intégrales pour 
des éléments fortement ^-réguliers, donc (iii) 44> (iv). 

A partir de (iv), les arguments de la Proposition 14.121 démontrent (v). 
Enfin, d'après les considérations précédentes, le Théorème 14.201 s'ensuit, ainsi 
donc que la dernière propriété. □ 



Remarque 4.23. En fait, ces propriétés sont sans doute équivalentes à « vr^ est 
symplectique ». C'est connu si tt^ est supercuspidale par les résultats de Henniart 
|He2) et Shahidi \Sh2\ Prop. 5.1] rappelés dans l'introduction. Nous reviendrons sur 
ce point dans un travail ultérieur. 
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Notons enfin le phénomène purement local qui devrait résulter de nos méthodes. 
Considérons, sur G{Qp), l'intégrale orbitale tordue TOs^ (on utilise l'automor- 
phisme Whittaker-normalisé) . D'après des principes généraux, elle devrait s'écrire 

(4.14) TOsM) = L trace(^eoVr(/)) d^(^) 

tcmp 

où G^gj^p est la variété des représentations tempérées, 6'o-stables de G, et dfi{7r) une 
distribution (une mesure?). La distribution TOs^^if) ^st stable ; d'après une exten- 
sion simple du Théorème 14.221 l^s intégrales orbitales tordues stables de pseudo- 
coefficients (au sens du Lemme [4.16p d'une famille d'induites non symplectiques — 
i.e., ne vérifiant pas la condition suivant (j4.12p — s'annulent. On dispose de plus de 
l'argument de positivité du ^4.131 Par conséquent, on s'attend au résultat suivant, 
sans doute accessible : 

Conjecture 4.24. (i) Dans la formule l \4.14h l'intégrale ne porte que sur les re- 
présentations symplectiques. 

(ii) La distribution d^{Tï) est une mesure positive. 

Terminons en remarquant que de telles propriétés feront sans doute partie des 
démonstrations d'Arthur ! 



5. Application au groupe de Galois absolu de Q 

Replaçons nous dans le contexte de l'introduction. Soient S un ensemble fini de 
nombres premiers, Qs une extension algébrique maximale de Q non ramifiée hors 
de S (et de l'infini) et G s = Gal(Q5/Q) son groupe de Galois. Supposons S" 7^ et 
fixons p Çz S xm nombre premier. 

Théorème 5.1. Si \S\ > 2, les applications naturelles Gal(Qp/Qp) — > 0$ sont 
injectives. 

Preuve — On peut supposer que S = {i,p} où £ est un nombre premier différent 
de p. Fixons un plongement Qs — ^ Qp; et notons 

E := Qp.Qs 

le compositum de Qp et Qs dans Qp : il s'agit de démontrer que E = Qp. Comme 
Gal(Qp/Qp) n'admet pas de sous-groupe fermé normal non trivial rencontrant tri- 
vialement le sous-groupe d'inertie par \Ch.\ Lemme 4 (i)], il suffit de démontrer que 
Qp^.E = Qp, soit encore que Qp^.E = Qp puisqu'il est évident que Qp{^p^) C E. 

D'après [Chl Lemme 4 (iii)], la clôture algébrique séparable d'un corps k est le 
compositum de ses sous-extensions galoisiennes finies K/ k dont le groupe de Galois 
admet une représentation linéaire complexe à la fois injective et irréductible. Fixons 
donc une telle extension K de k := Qp, il s'agit de montrer que K C E.Q^. 

Vu le choix de K, il existe une représentation injective irréductible p : Gal{K/Qp) - 
GL„(C) pour un certain entier n > 1, que l'on voit par infiation comme une 
représentation continue irréductible 

: Wq^ ^ GL„(C) 

du groupe de Weil Wqj, de Qp. Quitte à tordre ip par un caractère lisse 77 bien choisi 
de W(Qp, nous pouvons supposer que la représentation duale ^p* n'est isomorphe à 
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aucune torsion de ^ par un caractère non ramifié. En effet, si / C Wq^ est le sous- 
groupe d'inertie, InKer^' est un sous-groupe ouvert de /. On peut donc trouver un 
élément g € I Ci Kerip agissant sur Qp(/Xpoo) par un automorphisme d'ordre infini. 
Il suffit alors de choisir un caractère rj : Wq^ Gal(Qp(/ip=o)/Qp) — > C* tel que 
vid)"^ 7^ 1- Pai' construction et injectivité de p, notons que l'extension de fixée 
par le noyau la restriction de ip k Wq^ D Gal{Qp/Qp^) est K.Qf'. 

Soit uj la représentation supercuspidale de GL„(Qp) de L-paramètre ip donnée par 
la correspondance de Langlands locale ( |HT ] ) . Par construction, sa contragrédiente 
ûj n'est isomorphe à aucune tordue de w par un caractère non ramifié. D'après le 
Théorème 13.21 il existe une représentation automorphe cuspidale irréductible H de 
GL2n(A(Q) ayant les propriétés suivantes : 

i) fi ~ n, 

ii) n est non ramifiée aux places finies différentes de p et i, 

iii) Hp ~ I{x) pour un certain caractère non ramifié x '■ Qp — ^ C* (cf. ^3.1l^4.ip 

iv) IIool •l*'^"""^'*''^ est algébrique régulière et est la représentation de Steinberg. 
Sous les conditions i) et iv), les travaux de Kottwitz, Clozel et Harris-Taylor 

montrent qu'un choix quelconque de plongements £-adiques et complexes de Q 
étant fait, on peut associer à n| • |(2"-i)/2 ^j^g représentation continue 

pn/ : Gs GL2„(Q^) 

compatible à toutes les places finies / £ à la correspondance de Langlands locale 
« Frobenius semi-simplifiée » ( |HT] . fT\ Thm 3.6]). 

Que cette représentation se factorise par Gs découle alors bien sûr de la condition 
ii). Le L-paramètre de IIp ~ /(x) est la somme directe "0 ® X © V'* ® X""*^ (cf- §4.ip . 
La compatibilité de pu £iu^ à n„| • |(2"-i)/2 assure en particulier que si Q(n) C Qs 

est le sous-corps de Q fixé par Ker (pu/), alors 

Q(n).Q^^ = K.Qf c E.Qf', 
ce qui conclut. □ 

Puisqu'il existe une surjection continue de Gal(Qp/Qp) vers Z, le théorème ci- 
dessus admet le corollaire suivant en direction d'une question de J. Milne. 

Corollaire 5.2. Si \S\ > 2, alors \Gs\ = |Z|. 

Autrement dit : si 1 5*1 > 2, pour tout entier n > 1 il existe un corps de nombres 
de degré divisible par n qui est non ramifié hors de 5. Notons que ce corollaire 
admet par exemple le corollaire immédiat suivant : si F est un corps local et d > 1, 
il n'existe pas de représentation continue injective G s — > GL(i(F). 

Remarque 5.3. (i) Les résultats de cette section admettent des généralisations 
immédiates, avec les mêmes preuves, dans le cas oii le corps de base Q est 
remplacé par un corps totalement réel F quelconque. L'énoncé est alors le 
suivant : soit S un ensemble fini non vide de places finies de F, v £ S, et 
supposons que «Syiv} contient toutes les places divisant un nombre premier i 
donné, alors les applications naturelles 

Ga\(K/F,) Ga\{Fs/F) 

sont injectives. 
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(ii) Une conséquence du théorème est que l'image de Qp.Qs dans Qp contient 
l'extension maximale non ramifiée de Qp. Il est remarquable que par la méthode 
employée ici ce simple fait ne semble pas pouvoir s'obtenir à beaucoup moins de 
frais que le résultat tout entier. Le point est que nous ne pouvons pas prescrire 
totalement IIp pour les H que nous construisons mais seulement sa classe iner- 
tielle, et c'est bien évident : nous ne pouvons pas deviner à priori les nombres 
de Weil attachés au L-paramètre de IIp (à savoir le x tel que IIp = I{x))- Du 
coup, nous ne contrôlons jamais vraiment la partie non ramifiée des corps de 
nombres que nous contruisons, bien que nous maîtrisions parfaitement leurs 
groupes d'inerties. Celle-là n'est récupérée qu'à la fin à cause de la structure 
du groupe de Galois local. 

(iii) La question de savoir si le théorème vaut si S* = {p} semble nettement 
plus délicate (voir \Ch\ §4.2]). Il est cependant tentant de conjecturer que le 
théorème est aussi vrai dans ce cas. 
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